Esercizi — Mezzi trasmissivi
1) In un radiocollegamento a 7 GHz, la distanza di tratta D ¢ 50 km e la potenza in trasmissione

Pr ¢ 0.5 W; se si vuole che, in condizioni di visibilita, la potenza ricevuta Pg sia 0.2 pW,
determinare il guadagno delle due antenne, uguali in Trasmissione e Ricezione.

Dalla relazione generale

_P,G,G,c*  P,GC’ = P, 4z fD _ 0210° 47710°5010°
P, c

(4x fD) (4z f D)

da cui G =9272 (39.7 dB).

P =
R 0.5 3108

2) Un cavo a coppie simmetriche ha le seguenti costanti primarie
R=100Q/km C=510°Fkm L=10>H/km

Determinare I’impedenza caratteristica a 100 kHz e il coefficiente di riflessione rispetto a 120 Q.
La relazione che fornisce I’impedenza caratteristica ¢

s _ |R+j2zfL _ [100+2710010° 107 _ |j628+100 _ 25.2¢"
" j2mC j2710010°510° j0.0314  0.177 ¢'°

142.3 ¢7/° =141.8 — j11.23

11 coefficiente di riflessione vale

p—ZO — R _141.8—j11.23-120 _21.8— j11.23 245777
Z,+R 141.8—j11.23+120 261.8—j11.23 262¢ /%%

=0.0935 ¢/



Esercizi — Trasformata di Fourier

3) Si determini la trasformata di Fourier di

x(O=e “u@®), a>0

che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet.

Fle “u(), o> O]=j:e_m e jz”f’dtzj:e_(m”z”f’) dt =

- ' = perla dualita Fl——
(a+j27f)

Con spettro

o~ @+ i2m [ |°°

(ax+j2rxt)

~(a+j27f)],

1= u(=f), a>0

3 Arg(F) -a (rad)

1 Ipla

LA -
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Si puo procedere nel tempo in altro modo, poiché

%emu(t): S(r) + a e™u(t), quindi
j27 £3x()] =1 +a3[x(t)] da cui

1
Sl =727

4) Si determini la trasformata di Fourier di

x(O)=e® u(-t), a>0
Che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet.

F[emu(—t) (Z>O]:IO e e—j27rftdt:J'0 e(at—j27rft) dt

1
C(@-j2rf)

Vf = perla dualita F|[

Con spettro

(@ —j27t)

fla

@12 f1) |°

C(a—j2rf)|.

1= u(f), a>0




UZ\ IF|.a 3 /Ara(F)-oc(rad)
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5) Si determini la trasformata di Fourier di

a1

x(t)y=e ', Vt, x>0

Che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet. Componendo le relazioni gia trovate

Flei ey Lo 2% gy
(a+j2znf) (@—j2xnf) (a +4x f°)
= per la dualita F[——; 2a ‘v’t)]=e_a‘f‘,‘v’f

+47°1%)

Con spettro

/ | I¥la
il

fla

6) Si determini la trasformata di Fourier di

x()=t-e“"u(), a>0

Che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet. Si puo procedere in due modi



—(ar+j2zfr) |7 e—(at+j27rft)

l-e

Flt-e“u(t), a>0]=|"t-e™ e "/ dt= - gt
0 ~(@+j2xf)|, *-(@+j27xf)

o lat+j2zfi) —(at+j271f1) *
=O+I £ a=—° 2| = .1 5

o (@+j2rf)  —(@+j2xf)|, (a+j2xf)
B
(o +j27t)°

vf

0

= perla dualita F[ Vfl=—f-e”u(=f), a>0

Oppure, per la proprieta

1.1 dF[x@)]
Fle x(r)]—_jm o
Flt-e®u@), a>0]= ,1 drle " ut, a>0]= .1 i{ 1 } vf
-j2r df —j2mdf| (@+j2xf)
1 —j2x 1

—on(@+j2nf) (a+j2xf) K

Con spettro

l Rle |
z \ Arg(F) -o (rad)
O[ \ -3 2 -1 L
-3 -2 -1 ) 2 =
fla flo

Si puo anche procedere come segue

ix(t)zit'e_””u(t) =e “u@) —at-e“u@®)= e ""u@) —ax@), quindi
dt dt
j2x f3[x@)] = 1 —a3[x(0)] da cui
a+j2rxf
1
Slx()| =
[x(0)] @1i2nf)

4.1)  Sidetermini la trasformata di Fourier di



x(H)=t-e*" u(-t), a>0
Che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet. Operando nel tempo

(ar-j2zfr) |°

e (at—j27 f1)

0 _ o t-e
F[t-e®u(~1), a>0]=j foe e 2T gr =

(at—j2xft) (at—j2xft) 0
:O_IO e . dt: e : 2| __ 1 .
= (a-j2rf) —(@-j2xf)|. (a-j2xf)
= perla dualita F[- 1 = Vil=—f-e“u(f), a>0
(a - j271)

E per i risultati precedenti

Fl—t-e®u(-t)+t-e “u@) = |t|-eaM o >0]= I !

. [
(@—-j2zf)|. *=(a-j2nf)

B 2(0{2 —47:2f2)

2

7) Si determini la trasformata di Fourier di
x(t)=1/t, t#0

A tal riguardo, si rammenta che

Floigl)l=—— = Fljmsignlo] =

per dualita F{ﬂ = j wsign(- ) =—j msign(f)

8) Si determini la trasformata di Fourier di

x(t):L, Vit #t,
t—t,

Poiché si e trovato che
1 i :
F[—} = — ﬂ'szgn(f)
t

1 i
allora (traslazione temporale) F {—} = -] ﬂ'sign( f )-e 27t
t—t,

@—j2xf)  (@+j2xf)

_(a,z +47[2f2)2

vf



9) Si determini la trasformata di Fourier di

x(t)= t#-2,-3

245146

Poiché si € trovato che

F{ ! } = —j wsign(f)-e**'" allora, siccome ! 1 ! 1

245i46  (+2)(i+3) (+2) (1+3)

FLZ_F;H_J =—j ﬂ'sign(f),(ejZﬁfZ _ ej27rf3): _j ﬂsign(f)-ejs”f (e—jfrf _ ej;z'f):

j msign(f)- e (ej”f - e_j”f)= 27 sign(f)- Sin(x f)- "7

Con spettro

il /\\;'FJ/\ //\ HHIEE aett 1
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10) Si determini la trasformata di Fourier di

O —
t*+1312+36°

Che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet. Si utilizzano risultati gia trovati




i I 102 02

P 41362436 (2 +4)2+9)  (P+4) (2+9)
02 _ 2(4m©im _ [ 24m©.17)

(> +4) (47r2t2+(47r)2) (47:2t2+(47r)2)
0.2 :2(67L')(0.2/3-7[):>F 2(67)(0.2/3-7) _ 2
(t2+9) (47[2t2+(67r)2) (47[2t2+(675)2) 3z

} =(0.1m)e "/ Wf

e—67z’\f\ ’ Vf
— Oy — 2 sl N
RY/4

9) Si determini la trasformata di Fourier del segnale x(t) che soddisfa la seguente equazione

dx (1)
dt

=—20t X(f), V1, con la condizione J: x(t)dr = A

Indicata con X(f) la trasformata (se esiste) con le proprieta della trasformata di Fourier si ha

1 dx(f)

j2nf X(f)=—2,8_j27[ o , da cui

—%X(f)= d);ff), ovvero

_ Zﬂ; f If = dXX((ff)), da cui integrando
”2 f2

C= ln[X ( f )], ovvero

—f
X(f) =e“e? e poichélacondizione sull'integrale equivale a X(O)=A

2

X(f)=Ae *

-2

quanto a x(t), si ha



dx(t)
dt
dx(t)
x(t)

In[x(¢)] =— B¢* + C, ovvero

=—2B1tx(t), Vt,da cui

=—2[tdt, da cui integrando

_B . B2 T
x(t)=eC e ,lnoltrej e Prdt = |=

- B
x(t) = Mefﬁt2

Jz
10) Si determini la trasformata di Fourier di

1
f)=——— V¢t
() *—41+8

che soddisfa evidentemente le condizioni di Dirichlet.

5 ! = ! > quindi basta deter min are la trasformata di % e poi traslare
t*—41t+8  4+(t-2) 4+(¢)
2
poiché —; 20{A2 — Vit = Ae V! ,Vf, essendo ! > = 427[ =, allora a=47x, A =2x
(@ + 417 1%) 4+ (Ax) +()
t"—4r+8

11) Si determini la antitrasformata di Fourier di

2
cos2 47#’ vf
f°+9

si ha

cos” 4zaf _ e* 7 42+ ¥

249 4(F2+9) v

1
quindi si deve considerare I’antitrasformata solo di 4 f2 +9)’ V[ di cui si considerano anche le

repliche per (t £ 4). Quindi



1 7’
4(f2+9)  (az® 2 +367°

) Vf, da cui

4 7’ T el o
F (472_2 f2 +3672'2) = Ee ,V't, quindi in totale

T -6zt T -6zl T
—e —e +—e
12 6 12

—67|t+4

12) Si determini la trasformata di Fourier di
x(t) = arg tan (t), Vvt

Graficato in figura

1
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I
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h
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Strettamente parlando non valgono le condizioni di Dirichet, ma siccome esiste la trasformata di
sign(t) non sembrano esservi particolari problemi.

d 1
Poiché —argtan (t) = o per precedenti risultati
+1

dt
1 e
2:|:7L'ezf
1+t

j2x f3x(r)] = 3{%} essendo 3{
1+t

27 f|

Skl ==~



Esercizi — Correlazione e inviluppo complesso

1) Determinare la autocorrelazione del segnale

e, Vt

|
NTT
Invece di risolvere I'integrale si puo considerare le trasformate, col che

Flc. @]=|x(r)

Quindi, considerando che

2) determinare la autocorrelazione del segnale

x()=e “u(t), a>0

Si deve risolvere i due integrali

—2at |” —ar
o _ _ 4 € e
per T >0, I e e g = 7" =
0 -2 ‘O 200
—2art |7 art
o _ _ s € e
per T <0, j e W) gt gy — omaT =
-t —2a| 2«
~alr|
quindi CXX(Z')=
200
/ 2aC; (T)

atT



Si puo operare anche nel dominio della frequenza, per la proprieta

sle, @) =[x ()

Quindi, poiché

S[X(t) =e I/t(t) a>O]_W

allora

T 1 1 1

3[c..(2)] = =
la+j2nf|  a+j2xnf a-j2xf 2ala+j2xf) 2ela-j2xf)

Anti trasformando e ricordando i risultati precedenti

ot ~al

u(T) “Tu(-t) _e
20 2x Y

c.(r)=5 ,a>0

3) determinare la crosscorrelazione C,y(7) tra i segnali

x(t) = (1 41 )rect()

y(t) =e " ult-2)
J
i
Rl
il
il

D

-2 2 4 6 8 10

La cross correlazione ¢ evidentemente nulla per T > -3/2,, poiché in tal caso i domini di definizione

di x(t+7) (- Y2 -T1<t <% - 1) e di y(t) (t = 2) non hanno punti in comune.

Per T minori di tale valore, si deve distinguere il caso in cui la sovrapposizione del dominio di

definizione di x(t+7) rispetto a quello di y(t) sia parziale (-5/2 < T < -3/2) o totale (T < -5/2).
Nel primo caso si ha

C, @) =["l-al+oP ] etar= e [ - 4P ] e 2 ar =-988.7-187.77-13.4 72 +995.3¢°%"



0.4 r
Cy(9
0.3 ¢
0.2
0.1
-2.4 2.2 -1.8 -1.6

T

Nel secondo caso si ha

C, @)= I-arof L e = [ -a(e) ] e 02 dx =0.6673¢"

—1/2-7

0.4

0.3 ny(ﬂ

0.2 /

0.1

-6 -5 -4 -3
T

0.4 i
0.3— xy('z'j

4) Trovare la autocorrelazione del segnale
x(t) =5 Cos27 f,1+41> +¢, |rect(t/50)
Conviene riferirsi all’inviluppo complesso

i()=5-¢"* rect(t/50)

25-7 . 2, . . 2 25-7 . 2 L2 (25T .
Cii(T’T>O):25'J-25 e IAUTD IR o I 4O =IO gy :25',[25 e AT 1 =05 pd4T .[25 PRLILY P

piPwe=se’)_poilwoeic’) 95 Gin(2007-47?)
j8T 47

25




25 . 2, . . 2_ . 25 . 2 S0 (25 .
C, (T,T<0)=25-j25 o A 0y =4O =0y gy :25,-"25 o 14T gy 05, 4T J’ZS LT
-25-7 —-25-7 —25-7

1000z +az) _ —j(0074472) _ 25-sin(2002’+42’2)

25

In definitiva

sin(200[7}-47?)
4

C,(7)=25

Come in figura

P Sl i A \ M ol2
280 i
Chiaramente
C.(7)=%|25- Sin(202||§||_412 )ef”f‘]’ =25. Sin(zOZIZI_MZ )COS[Zﬂ'fot]

Anche per il calcolo dello spettro di x(t) conviene riferirsi all’inviluppo

25

25 (x a5 f, 7Y (x5 o, 7P
1.(f) ZSJ'ef4t2+j¢oe—fzzrftdt — 50/ J’ef(4t2—2ﬂfr)dt:561¢oe jﬁzfj je’(z’ zf) di =50/ ¢ jﬁzfj jeﬂ(' 4fj dt
-25 -25 -25 -25

L’integrale si puo valutare approssimativamente con la seguenti considerazioni. L’argomento
dell’esponenziale (che diventa I’argomento delle due funzioni circolari corrispondenti nella rappresentazione
di Eulero) ¢ parabolico nel tempo, con zero per t = ntf/4. Per t distante da tale valore I’argomento cresce
parabolicamente e le funzioni circolari oscillano sempre pill velocemente all’allontanarsi dallo zero, con
contributi integrali che tendono ad cancellarsi reciprocamente. Le oscillazioni complete sono moltissime, in
quanto ’argomento assume valori molto elevati rispetto a T (ad esempio, per t da 0 a 25 varia di 4 25° =
2500, pari a circa 400 oscillazioni complete). In definitiva, I’'unico contributo significativo all’integrale
deriva dalla funzione in un conveniente intorno dello zero dell’argomento.

Quindi, se lo shift temporale in modulo (pari a 7tf/4) ¢ inferiore a circa 25, ovvero per [f| < 100/ I’integrale
ha un valore costante k, per f maggiore in modulo & sostanzialmente nullo.

Quindi, con buona approssimazione,

Che si puo confrontare con lo spettro calcolato



20 40

f

Da cui si ricava lo spettro del segnale effettivo

X(f)zl'x(f_f()) + ) = 5/2ke"¢”e_jb(f_fb)}rect f=Jo + S/Zk*ej‘”“ejb(_f_fb)}zrect —f= =
2 100

2 /T 100/«
Y R R LAY
5/2ke’”e 1[2 } rect S=1 + 5/2k e"""’e][2 } rect S+ o
100/ 7 100/ 7

Avendo utilizzato le proprieta di simmetria delle funzioni.

Se f, ¢ maggiore di 100/, le due porzioni di spettro trovate non hanno domini comuni, per cui I’energia del
segnale corrispondente ¢ pari a

100 2500|

|k| 2— K

Che va confrontata con I’energia del segnale calcolata direttamente, che vale con grande approssimazione (se
50 >>1)

[lx() dr =25 Cos* o fya+41* +@,ar =25-50/2 = 625

Per confronto, k| = 1.25 (moltiplicato per 5 fa 6, da confrontare col valore dello spettro calcolato).



Esercizi — Risposte di sistemi LTI
1) Il segnale 2¢, 0 < <5 & I’ingresso si un sistema LTI con risposta impulsiva /(r) = 10e™** u(r)
determinare ’uscita y(t).

Operando in t si deve determinare la convoluzione tra x(t) e h(t)

IZOTe_OA(’_T) dt

per i limiti di integrazione si fa riferimento alla figura (ove t = 2)

N

4
T

10
IO

Vi sono tre casi
% pert <0, y(t)=0;
*» per 0 <t< 5,1 limiti di integrazione sono 0, t
* pert=>5,ilimiti di integrazione sono 0, 5

nel secondo caso si ha

j(: 207e 07 g7 = —125+125¢ "% +50¢

nel terzo caso si ha
jj 207e 07 47 = 1048.63¢ 4

y(t) ¢ dato in figura
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2) il segnale x(r)=5 Cos(27[1.5t)u(t) ¢ applicato ad un sistema LTI con risposta impulsiva
h(t) = 20e™"* u(t—4), determinare I’uscita y(t).

Operando in t si deve determinare la convoluzione tra x(t) e h(t)

[ scos(271.56)ult)-20¢ > u[ (¢ - 7)-4]dz

per i limiti di integrazione si fa riferimento alla figura (ove t =7)

1
L

o] D

esistono due casi
& pert<4,y(t)y=0
% pert>4ilimiti di integrazione sono 0, -4+t

quindi, pert > 4

[ 100 cos (271.51) -0 dg =—0.225¢7% +0.101cos(271.5¢)+4.76sin (271.5¢)

3) il segnale e ,Vt ¢& applicato ad un sistema LTI con risposta impulsiva [5(t) +e ] u(t + 4),
determinare la risposta y(t).

operando in f, occorre determinare le rispettive trasformate e si ha

8+j87f

3[6—4\’\ ,vz]—L S{[é‘(t)+e—2t]‘u(t+4_)}:-|':[5(l‘)+€_2t]e_j22fl‘dt :1+2+j27£f

16447 f?

quindi



3[y(1)]=

8
16447 f?

371 8 — =ei4M

16 +4rx° f
riguardol'altrotermine,a partee che rappresentauna c ost ante euno shift nel tempo

1 1 jrf 1 1

. — +
16+47> £ 2+j2xf 6(6+4z>r?) 6ll6 +4z> ) 1202+ 27 f)
51| __inf }ZS_I[ j2rf-8 }_ Ld
6-8

L 6(l6+47° f?) (16 +47% £2)| 48dr
_ 8 L -

A 1 . s
3 _6(16+47r2fzd_3 {6-8(16+47z2f2)}48e
3,1_ 1 }: e *ult)

1202+ 27 f) 12

oS8T S 8 8 oS8
1+ . = PRSI 2 2 .
24+j2x f 16 +4rx° f 16+4x° f~ 2+ 27 f

8+ 87 f




