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Questa breve dispensa ha lo scopo di introdurrestiodente al concetto di Catena di Markov, evitando
complicazioni di carattere formale, ma cercandoddiivare le caratteristiche di una catena di Markdsa
esempi e considerazioni di carattere intuitivo.ttattazione seguente & pertanto necessariamenterpleta: si

rimanda a testi specialistici per una trattaziona formale.
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I La distribuzione esponenziale negativa

.1 Definizione

Una variabile casuale T ha distribuzione esponémaiegativa, con parametm,
qguando la sua funzione di distribuzione é:

F.(t)=P{T<t}=1-&"

Il valor medio della variabile casuale T & legdtsum parametra dalla relazionk

E[T] :;1

Quando la v.c. T rappresenta un “tempo” (per esengmnpo di interarrivo tra due
chiamate, o tempo di servizio di un pacchetto, naiguad esempio in secondi) allora il
parametro\ ha le dimensioni di una frequenza (secblmdi

[.1.1 Processo degli arrivi markoviano

Un processo degli arrivi & dettoarkoviano se la distribuzione dei tempi di interarrivo
e esponenziale negativa.

Tempo di interarrivo T

>
tempo

1.1.2 Definizione: Processo di servizio markoviano

Un processo di servizio & dettearkoviano se la distribuzione del tempo di servizio
esponenziale negativa.

[.1.3 Esempio

Supponiamo che in un’ora arrivino mediamente 288amate ad una centrale
telefonica. Assumiamo che la distribuzione del teng interarrivo tra due chiamate
consecutive sia esponenziale negativa. Notandoildleenpo medio di interarrivo tra due
chiamate consecutive e E[T] = 3600/2834 = 1.27 rsdicda frequenza di arrivo risulta essere
A=1/E[T]=2834/3600=0.787 chiamate/secondo.

! Infatti, applicando la ben nota formula per ilamb del valor medio di una v.c. a partire dall'essione della

[

sua funzione di distribuziond,:.[T] = T(l— F, (t))dt II (1— [1— e ])dt :T e dt :/11
0 0

0



Grazie alla conoscenza della distribuzione di podha del tempo di interarrivo, e
semplice calcolare, ad esempio, la probabilitadiiechiamate consecutive siano intervallate
da piu di due secondi:

P{T >2}=1- P{T < 2} =1- (1- €°7") = €7 = 0.207= 20.7%
A titolo di esempio si riporta, nel grafico seguentandamento della probabilita che

due chiamate siano intervallate da piu di t segopeti t variabile tra 0 e 10. Il paramek@
fissato a 0.787 chiamate/secondo.

8 10

Come si vede graficamente, per t=10 la probabditarossima allo zero. Ma non e
ovviamente zero, ed infatti il valore numerico é
P{T >10} == €°"*™ = 0.00038= 0.038%

.2 Proprieta fondamentali della distribuzione esponenale negativa

La distribuzione esponenziale negativa e l'unicgtriiuzione statistica che gode delle
seguenti proprieta.

1. assenza di memoriala probabilita di avere un evento (ad esempi@uivo) a
partire da un dato istante di tempo non dipenda débria precedente;

2. la probabilita di aveve un evento (ad es. un ajrimoun intervallo di tempo
piccolo At e data daA At. In altre parole, tale probabilita €, a meno di
infinitesimi di ordine superioreproporzionale alla durata dell'intervallo di
tempo consideratg essendo\ ( parametro della distribuzione esponenziale
negativa) la costante di proporzionalita.



[.2.1 Derivazione della distribuzione esponenziale negati

Supponiamo di avere un generico processo degliiadiove per “generico” intendiamo
non nota la distribuzione di probabilita del tengbanterarrivo. Supponiamo pero di sapere
che

1. la probabilita di avere un arrivo in un intervatio tempoAt “piccolo” sia (a

meno di infinitesimi di ordine superiore) propomabe alla durata dell'intervallo
stesso, ovverdD{arrivo in At} LAt ; supponiamo in particolare che la costante

di proporzionalita sia, ovvero P{arrivo in At} = ANt ;

2. che tale probabilita sia indipendente dalla scdi#’intervallo di tempoAt;
come caso particolare, tale probabilita € indipeteleda quanto & successo
precedentemente a questo intervallo (propriet&dskrza di memoria);

3. che la probabilitd di avere piu di un arrivo/h sia piccola rispetto a quella di
avere un singolo arrivo - ovvero che la probabititéavere arrivi multipli sia
o(At).

Ci chiediamo: quale ¢é la probabilita di NON avda arrivo in un intervallo di tempo
di duratat? Per rispondere a questa domanda, chiami&ft) la probabilita di non avere
alcun arrivo nell'intervallo temporale (@, Notando che, a meno di infinitesimi di ordine
superiore, la probabilita di non avere alcun ariivain intervallo di tempd + At € data (per
ipotesi di indipendenza) dal prodotto della prob&bidi non aver avuto alcun arrivo nel
tempot (ovvero, per definizionel,(t) ) e di non avere alcun arrivo nellintervaldd (ovvero

1- AAt), possiamo scrivere:
P,(t+At)-Py(t)
At

P,(t+At)= P (t)q1- AAt) = B(t) - AP (t)At =-P,(t)

Passando al limite p&t—->0 otteniamo una semplice equazione differenzialg@deo
ordine:

R (t) = _/]Po(t)
che possiamo risolvere imponendo la condizioneatarno P, (0) =1, condizione che

vale in quantoP,(t) & una probabilita, e che la probabilita di nonrav@cun arrivo in un

tempo nullo &€ ovviamente 1. Il risultato finale é:
P(t)=e"

Il risultato appena dimostrato dice la seguenteacag valgono le ipotesi 1-3

precedenti, il tempo di interarrivo é distribuito esponenzialmente Infatti, per definizione
di Ry(t),

PT<t}=1-P(t)=1-&""



[.2.2 Esempio 1

Supponiamo che una chiamata telefonica sia distail@sponenzialmente. Supponiamo
che la sua durata media sia di 120 secondi. Qukdepepbabilita che la chiamata termini in
un intervallo piccola\t, dato che la chiamata é durata gia’ 90 secondifilita qualcosa se la
chiamata e durata 180 secondi? La risposta ovvieménsempreu At, con p=1/120, a
prescindere da quanto la chiamata sia durata cedesnza.

Si noti che in questo esempio abbiamo scelto ustalalizione esponenziale negativa in
cui I'evento di riferimento e la fine della chiaraat

[.2.3 Esempio 2 — paradosso della vita residua

Supponiamo che il tempo di interarrivo tra due hutoad una fermata segua una legge
esponenziale negativa. Supponiamo che mediameniewar autobus ogni 10 minuti. Se un
passeggero arriva ad un istante casuale, quanta dwdiamente aspettare?

Ora, intuitivamente potrebbe sembrare ragionevadpondere dicendo “5 minuti”,
ovvero la meta del tempo di interarrivo tra dueohus. In realta, la risposta corretta € 10
minuti (!) in quanto il tempo di attesa del prossiautobus non dipende, per le proprieta della
distribuzione esponenziale negativa, da quanto ¢eengia passato.

Si noti che questa proprieta vale solo ed escluosévde perché abbiamo assunto un
processo di interarrivo degli autobus con distribneg esponenziale negativa: se avessimo
assunto una distribuzione deterministica (ovverautobus esattamente ogni 10 minuti), la
risposta corretta sarebbe stata 5 minuti.

Questo esempio e chiamato “paradosso della vitdu&$s in quanto la risposta sembra
essere paradossale. In realta non c’e’ nessungesadsemplicemente il tempo di attesa del
prossimo autobus € sicuramente maggiore della ohgtdalore medio (i 5 minuti di cui
sopra) perché e piu probabile che un passeggewbiarun intervallo “grande” tra due arrivi
consecutivi di autobus.

1.3 Distribuzione esponenziale e distribuzione di Poiss

Consideriamo un processo di arrivi markoviano (ogwen processo per cui il tempo di
interarrivo sia distribuito esponenzialmente). Supamo che il tempo medio di interarrivo
sia 1A. Consideriamo un generico intervallo t. Vale il segte risultatoil numero di arrivi
in un intervallo t € una variabile casuale con distbuzione di Poisson:

R ()= 1L o

.3.1 Dimostrazione

Gia sappiamo (v. sezione 1.2.1) che la probabiIFﬁg;(t)che non vi siano arrivi

nellintervallo di tempo (0,t) e data dalla la swhne dell'equazione differenziale



R, (t) = —APO('() , OVVEro:
R(t)=e™

Concentriamoci su un istante di tenpoAt conAt piccolo. Possiamo calcolare la
probabilita di avere un arrivo in+ At come: i) la probabilita di avere avuto 0 arrivieinpo t
e di avere 1 arrivo nell'intervallo di temg piu la probabilita di aveve avuto 1 arrivo al
tempot e di non avere nuovi arrivi nell'intervallo di tpmAt. In formule:

R(t+at)-R(t)

At

P(t +At)= P,(t) At +P,(t)1- AAt) =-R(t)+ AR,(t)

Analogamente, possiamo generalizzare e calctdapeobabilita di averé arrivi nel
tempo t +At come:
R(t+4t)-R(t)
At

P.(t +At)= P, (t)AAt +R, (t)(1- 1At) =-R.(t)+ AP (t)

dove abbiamo trascurando I'eventualita di arriviltpili nell'intervallo di tempoAt (la
cui probabilita, come detto precedentemente, &) gfer una distribuzione esponenziale).
Passando al limite pét—>0, otteniamo il seguente sistema di equazioni idiffeiali:

R)=e
P.(t)=-1R(t)+ R (1)
P (t) = -AP,(t) + ARt
P ()= =R () + AP, (1)

L’equazione relativa alla seconda riga € immediatae risolta usando il termine
P,(t) noto dalla prima riga, ed applicando I'ovvia caridine al contorno P, (0) =0 (la

probabilita di avere un arrivo al tempo O € ovviateenulla). Una volta calcolat®(t) e
possibile calcolare?, (t) risolvendo I'equazione differenziale indicata nekrza riga, e cosi

via per qualunque valotlescelto. Il risultato €, come volevasi dimostrdaedistribuzione di
Poisson:

R(t)=e™
P(t)=Ate™

P, ()= o

7 )=k e




| Arrivi esponenziali e processi di pura nascita

Lo studio fatto fino ad ora ci ha permesso di nmetie relazione un processo degli
arrivi, espresso in termini deltdistribuzione di probabilita della variabile cas@atontinua
tempo di interarrivg con un processo di “conteggio”, espresso in teirichi distribuzione di
probabilita della variabile casuale discreta numatioarrivi al tempo t Nellimportante caso
di arrivi markoviani che stiamo considerando, Itribuzioni di probabilita in questione sono
la distribuzione esponenziale negativa per il temipaterarrivo, e la distribuzione di Poisson
per il numero di arrivi al tempb

Eventi di arrivo

Ll
tempo

A®

= N W s

|-

t, t, t, t, t t tempo

La Figura precedente riporta una illustrazioneigaadiella relazione tra eventi di arrivo
e processo A che rappresenta il numero di arrivi al tenipth processo A € un “processo
di pura nascita”, in quanto non decresce mai aitantare del tempo, ma si incrementa
sempre di una unita (nascita) ad ogni arrivo swgiees Nel caso particolare di arrivi
markoviani, si noti che il processoth\fion fa mai “salti” di piu di una unita (abbianmfatti
detto che la probabilita di avere arrivi multipfi un intervalloAt->0 €& un infinitesimo di
ordine superiore rispetto alla probabilita di avenearrivo singolo, data det).

La figura precedente evidenzia come il processt) B evolva attraverso “stati”
discretf, dove uno stato rappresenta il numero di everdiivo conteggiati fino all'istante
considerato. E’ utile rappresentare graficamentesgiti del processo con il diagramma
illustrato nella figura seguente:

2 Un processo stocastico a stati discreti & spdsamato “catena”. Nel caso specifico in questidpedcesso
A(t) € una catena tempo-continua in quanto é dipsteddal parametro t continuo.



ONORORORORES

dove i cerchi rappresentano un possibtko del sistema, Af=0, 1, 2, ..., e le frecce
rappresentano le possibitansizioni di stato, ovvero la presenza di una freccia tra due stati
implica che e possibile avere un “salto” tra i di&ti in questione. Per esempio, nel caso del
processo di pura nascita th(come si vede dal diagramma, le uniche transizibrstato
possibile sono tra lo statoe lo statok+1. Non sono infatti possibili salti multipli, e ne
possibile — si noti che le transizioni di stato vamel verso della freccia - un ritorno allo stato
k una volta raggiunto lo stator1l (essendo il processo di pura nascita, una coltaati 10
arrivi non c’e’ modo di tornare allo stato 9, intemdo per stato il numero di arrivi contati!!).

II.1 Frequenze di transizione di stato

Siamo arrivati al momento piu importante di questttazione. Ci chiediamo: e
possibile (e/o utile) assegnare un valore numeileofrecce, disegnate nel diagramma a stati
precedente, che rappresentano le transizioni thtlaa risposta e: per processi markoviani,
sicuramente si. In particolare diamo la seguenti@idsne:

Chiamiamofrequenza di transizione di stativa gli stati k ed h il rapporto fra la
probabilita che, assumendo il sistema in un da#osk, avvenga una transizione
di stato k2h in un intervallo di tempo tendente a 0, e limaio di tempo
considerato. In altre parole, detto k uno statogore e h uno stato destinazione,
la frequenza di transizione di stato gfk) e definita come:

P(k - hin At|sistemanello statok)
At

atk =l

L'unita di misura di una frequenza di transizionprébabilita condizionata su tempo
ovvero secondi. Nel caso particolare in questione (arrivi marlaow), € facile derivare le
frequenze di transizione. Infatti, I'inico casoduni la frequenza di transizione assume valore
non nullo é la transizione da un generico statdlo statok+1. La probabilita di transizione
dallo statdk allo statok+1 in un intervallo di tempdt coincide con la probabilita di avere un
arrivo nell'intervallo di tempoAt. Poiché i tempi di interarrivo hanno distribuzione
esponenziale con parametkg la probabilita di un arrivo il\t non dipende dalla storia
passata, ed e banalmente dataAdd Concludiamo quindi che, per qualunque sthto

considerato,
At
gk - k+1) = ktrpoﬂ =A



E’ consuetudine riportare graficamente le frequedzéransizione nel diagramma di
stato, associandole agli archi che rappresentaimansizioni di stato (vedi figura seguente).

Una importante osservazione e che la definiziondrefjuenza di transizione data
precedentementeon risulterebbe univoca per processi non markovian Infatti, la
probabilita di transizione da uno stdad uno stat&+1 dipenderebbe dall’evoluzione del
processo e dal tempo di permanenza nello statadmyago. Per esempio, se gli arrivi fossero
deterministici (ad esempio 1 arrivo al secondo)réguenza di transizione dallo stdallo
statok+1 sarebbe di 1 transizione al secondo, ma ovvitenianprobabilita di avere o meno
una transizione a partire dallo st&@onsiderato dipenderebbe da quanto tempo il psoces
ha passato nello stato stesso!

I1.2 Flussi di probabilita

L’analisi dellesempio di processo di pura nasatmsiderato finora ci permette di
trarre un’ulteriore importante informazione. Deéimo flusso di probabilita uscente da un
dato statdk ed entrante in un altro stalp al tempot, come il prodotto tra la probabilita di
essere nello stato considerato al terhpda frequenza di transizione tra gli stati coasai,
ovvero:

¢(k - ht)=R(t)gk - h)

Ricordando la definizione di frequenza di transieiadi stato data nella sezione 1.1, e

sostituendo nella formula precedente, otteniamo:
A(k — ht)=P.(1)lim P(k - hin At | sistemanello statok)
At-0 At
~im P(k — hin At, sistemanello statok)
At-0 At

Tale formula ci dice che un flusso di probabili@presenta la frequenza (ovvero
probabilita su tempo) assoluta (si noti la diffee@ncon la corrispondente probabilita
condizionata nel caso di transizione di stato)atigare, al tempip dallo statdk allo statoh.
In generale in flusso di probabilita cosi’ definitipende dal tempbconsiderato. Si dimosfta
che:

® La dimostrazione coincide con quella propostaansgizione 1.3.1. In particolare, per il caso pakice di un
processo di pura nascita, basta dimostrare cha intervallo {,t+At), vale I'espressione

jm B A0=B0) g )= ()48, 0

At-0

10



la variazione di probabilita istantanea per un dattato € uguale alla somma
algebrica dei flussi in entrata ed in uscita dadiato considerato.

Flusso entranteP Flusso uscenteP, ( )IZH

A \,)\/ Soa/

~f

Applicando questa considerazione, sarebbe statcediato ottenere, con riferimento
alla figura precedente che rappresenta il diagramiini@nsizione di stato per un processo di
pura nascita, I'equazione differenziale:

Fy(t)==AR,(t) + AR (1)

dove:
o La variazione istantanea di probabilita nello séola derivata prim&, (t) ;
o Il flusso entrante nello stato 2/3301('[) : essendo entrante nello stato € preso con
segno positivo;
o |l flusso uscente dallo stato 2/532 (t): essendo uscente dallo stato € preso con

segno negativo.
I Catene di Markov e distribuzioni stazionarie

Il processo di pura nascita studiato nella seziprecedente rappresenta un primo
esempio, il piu’ elementare possibile, di una caténMarkov tempo-continua. Tale processo
e infatti:

o Una catena, in quanto lo spazio degli stati € discr

o E’ una catena di Markov in quanto (come vedremdoteve) la probabilita di
transizione di stato dipende esclusivamente datiédosdi partenza e non
dall’evoluzione precedente del processo e/o dalpterspeso nello stato
considerato.

Tuttavia il processo di pura nascita € una caten@al anomala, ed in particolare di
scarso interesse pratico. Infatti, 'evoluzione gebcesso di pura nascita e particolare in
qguanto, allaumentare del temppla probabilita di essere in uno std¢@omunque scelto
tende a 0. Infatti, peartendente ad infinito, & intuitivo comprendere cdatmeumero di arrivi
tendera a diventare infinito, e quindi la probaailii avere un numero finito di arrivi tende a
0. Si usa dire che il processo di pura nassita ammette una distribuzione a regime

e rileggere tale espressione come somma algelridhussi attraverso lo stato

11



(ovvero unadistribuzione stazionaria ovvero una distribuzione in condizioni équilibrio
statistico). Si usa anche dire che la catena in questionstatiile.

In questa sezione introdurremo catene di Markoy aldifferenza del processo di pura
nascita, ammettono una distribuzione a regime,reaq@ a cosa serve tale distribuzione ed
impareremo a calcolarla.

[11.1 Definizione di catena di Markov

Nel prosieguo, come perlatro fatto finora, ci lilmo all’analisi di processi tempo-
continui. La definizione che stiamo per proporren otipicamente quella data nei testi di
probabilita, ma ne e una diretta conseguenza (ovvisulta dimostrabile a partire dalla
definizione rigorosa - rimandiamo il lettore interessato alla consitine dei testi
specialistici). Riteniamo pero che la definizioreggente sia per noi preferibile in quanto,
oltre ad essere decisamente piu semplice, metteethatamente in luce alcune proprieta
chiave delle catene di Markov che poi verrannottdte nella nostra trattazione.

Con il termine “Catena di Markov” definiamo un pregso stocastico a stati
discreti che gode delle seguenti due proprietail #§mpo di permanenza in ogni
stato € una variabile casuale con distribuzione oegmziale negativa, e 2)
guando avviene una transizione di stato, la cowiggente probabilita di andare
verso un dato altro stato dipende al piu dal sdki@ di partenza e non dagli stati
visitati precedentemente.

[11.1.1 Esempio: dimostriamo che un sistema M/M/1 € unanzatli Markov

Un sistema M/M/1 & un sistema caratterizzato daawmero infinito di utenti, da un
servente e da numero infinito di posti in codgrtdcesso degli arrivi al sistema & un processo
di Poisson con frequenz2a(ovvero la distribuzione del tempo di interarriggesponenziale
negativa con parametig, ed il tempo di servizio per ogni cliente neltsima e una variabile
casuale con distribuzione esponenziale negativapeoametrgt (ovvero il tempo medio di
servizio e k).

Per dimostrare che il processo tN@efinito come numero di utenti nel sistema
rappresenta una catena di Markov, cominciamo atizaaee lo stato 0, ovvero lo stato che
caratterizza il sistema vuoto. Supponiamo in paldi® che al tempt=0 il sistema si trovi
nello stato 0. In tale condizioni, non essendocumlcliente in servizio, l'unico evento
possibile & I'arrivo di un nuovo cliente al sisterRaiché il tempo di interarrivo € distribuito
esponenzialmente con paramekrosfruttando la proprieta di assenza di memoriasiaono

* Una catena di Markov & un processo stocasticatadiscreti X(t), che gode della seguente proristelti
arbitrariamente n+1 istanti di tempgo<tt; <t,<... <t,;<t,, e per qualunque scelta arbitraria degli statiréis
%, S1---5 S0, Sy, Vale la seguente proprieta:

P(X(t) = 1| X(to) = 0, X(t)) =51, -, X(t-1) = $1) = POX(H) = 5] X(th-1) = $10)

12



concludere che la variabile casualg & a sua volta distribuita esponenzialmente con
parametro\ e con valor medio EfJ=1/ A, ed e rappresentativa (vedi figura seguente):
0 sia del tempo che intercorre fra l'istatt® e l'istantet; di arrivo di un cliente
o che del tempo di permanenza del sistema nello Stata un istante di ritorno
allo stato 0 (tempd, in figura) ed il successivo istante di arrivo @i nuovo
cliente (tempds)

NG,

[ ] [,

1, t, ty t
TO TO

V'S

Consideriamo a questo punto lo stato 1. Abbiamo tanasizione di stato in due soli
casi:

0 se un nuovo cliente arriva prima che il cliente sistema abbia finito il servizio
(in gergo una “nascita”), avremo una transiziore2l

o0 se invece il cliente finisce il servizio prima ane nuovo utente entri nel sistema
(in gergo una “morte”), avremo una transizion2(

Si noti che abbiamo trascurato il caso in cui nelflesso istante di tempo si abbia
contemporaneamente la fine del servizio e l'arrdioun nuovo utente, in quanto questo
evento ha probabilita infinitesima di ordine supegirispetto ad un singolo arrivo o partenza.

Per valutare se il tempo di permanenza nello stadistribuito esponenzialmente, ed
in questo caso con quale parametro, possiamo @peoane segue. La probabilita di uscire
dallo stato 1 in un intervallino di temidd puo essere scritta come segue:

P(arrivo in At)x[1- P(partenzain At)] + P(partenzain At)x[1- P(arrivo in At)]

dove
P(arrivoin At) = At
P(partenzain At) = pAt

pertanto la probabilita di uscire dallo stato lum intervallo di tempd\t puo essere
espressa come:

AAt ><[1— ,uAt] + Lt X[l—/]At] =
= AAt = Au(At)? + Lt — Ap(At)? =
= (A + @)At +o(At)
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Da cui concludiamo che, a meno di infinitesimi ddioe superiore, la probabilita di
uscire dallo stato 1 e proporzionale all'intervadlidi tempoAt considerato (e che quindi la
distribuzione €& esponenziale negativa), e che tdaote di proporzionalita &+u (e che
quindi questo € il parametro della distribuzionpog®nziale negativa in questione, ovvero
che, detta T la variabile casuale che rappresenta il tempoedinpnenza del sistema nello
stato 1, eP(T, <t) =1- g (el ).

Si noti infine che la dimostrazione precedentel&aasia per il caso in cui il sistema sia
entrato nello stato 1 a partire dallo stato O (oe\grazie ad un arrivo — casaq Jnella figura
seguente), sia che il sistema sia entrato nelto dta partire dallo stato 2 (ovvero grazie ad
una partenza — casq gnella figura seguente).

N(D),
2
1
>
t

Tl,b

Rimane da dimostrare che la probabilita di traosigidi stato dipende esclusivamente
dallo stato di partenza, e non dagli stati visiprécedentemente. A tale proposito & banale
dimostrare che, assumendo di avere una transizibstato, la probabilita di passare dallo
stato 1 allo stato 2 & data da

P(1 - 2|transizioredi stato) =
A+

ed analogamente che

P(1 - O|transizioredi stato) = AL

U
da cui si evince che tali probabilita non dipenddatla storia passata, ma solo dai tassi

di nascita e morte.
Infine, I'analisi svolta per il caso di stato 1 pessere ripetuta per qualunque altro stato
k. Da cui concludiamo che il processotNthe rappresenta gli utenti in un sistema M/M/1 é

una catena di Markov.

A
A+u

SP( - 2|tx_statg = j P(arrivo in (t,t + dt))P(servizio> t)dt :J./]e‘”‘e‘“dt =
0 0
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[11.2 Distribuzione stazionaria: esempio di processo ON/EF

L’esempio piu elementare di catena di Markov e ot@sso a due stati, ad esempio una
risorsa che si alterna tra stato ON (occupato) E8 (ibero). Il processo € markoviano se |l
tempo di permanenza negli stati & distribuito esparalmente. Chiamiamo corpy e Topr i
tempi medi di permanenza nei relativi stati.

X(t),

h

ON

OFF | I | >

t

Notiamo in primo luogo che la transizione di stabuno stato ON ed uno stato OFF
avviene nel momento in cui termina il periodo dng® in cui la risorsa e occupata, ovvero
Ton. Pertanto, la frequenza di transizione ©8FF e data dal reciproco del tempo di
permanenza dy nello stato ON, ovvera =1/ Toy (in altre parole, per assunzione di
esponenzialita, il tempo di permanenza nello s@itbé una variabile casuale esponenziale
negativa con funzione di distribuziode- e ). Analogamente, si=1/ Torg la frequenza
di transizione dallo stato OFF verso lo stato Ohlchtena di Markov a due stati cosi ottenuta
e illustrata nel diagramma di stato seguente.

B

Consideriamo l'evoluzione del processo a partireudagenerico istante fino ad un
generico istante di tempe-At con At piccolo. Allora, considerando che, in un tenmfsip
transizioni di stato multiple hanno una probabitte risulta essere un infinitesimo di ordine
superiore rispetto alle transizioni singole, e @@=ndo che, grazie all’assunzione di
esponenzialita dei tempi di permanenza negli statisiderati, la probabilita di avere una
transizione dallo stato ON ad OFF & dataodd e viceversa la probabilita di transizione da
OFF ad ON e data ¢&\t, possiamo scrivere:

Pon (t + A )= Poy (£)(1 - ast) + P () [ A0
Forr (t + At): Fon (t) LoAt + Pore (t )(1_ IBAt)

Riarrangiando i termini nelle equazioni e dividemawAt:
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Pon (t + At)_ Pon (t)

At =—a Ry, (t) + B [Poge (t)
Pore (t + At) —Poer (t) — _
P l) - o1, ()~ R )

Passando al limite pé&t—>0:
Pcl> (t) =-a R, (t) + Forr (t)

PO'FF (t) =a Ry (t) -B Forr (t)

che rappresenta un sistema di equazioni differedimaari. Tali equazioni, nel caso
generale di una catena di Markov arbitraria (ovvesn necessariamente limitata a due stati)
prendono il nome dequazioni di Chapman-Kolmogorov E’ immediato verificare che,
nellassunzione in cui il sistema al tempo 0 sivirmello stato OFF (ovvero
Pon (0) =0, Py, (0) =1), il sistema ha la seguente soluzione:

P (t): ﬂ _ ﬂ e—(a+,6)t
ON a+p a+f

POFF(t): 7+ A g (AN
a+f a+p

E’ istruttivo rappresentare graficamente i risultdtenuti. In particolare supponiamo di
considerare un sistema in cui risulgyE4s e br=1s. Pertantop=1/4 ep=1.

1,
Pon
0.8
0.6 |
0.4+
02| Poff
2“‘4”‘6”‘8”‘10

Gli andamenti delle probabilita di essere nelldostaN ed OFF at tempbpermettono
di trarre alcuni interessanti considerazioni.
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o Essendo partiti dall’assunzione di sistema iniza&ite nello stato OFF, per
piccolo la probabilita Py (t) risulta, come intuitivamente aspetato, essere

piccola.
0 Pertcrescente fino a cirta4, la probabilitd,y ('[) cresce.

o Pert elevato (da 4 in poi),Poy (t) tende a convergere verso un asintoto
orizzontale dato dal valore 0.8.
Proviamo a risolvere il sistema di equazioni dgfeziali, cambiando le condizioni

iniziali, ed in particolare assumendo che il sisgiemizialmente si trovi nello stato ON
(ovvero Py (0) =1 P (0) = 0). I risultati numerici sono, in questo caso:

Po(t) =Lt

_a+ﬁ a+p
Pore (t) = ac+7,8 s _C:ﬁ g A
ed il grafico risultante con i parametri numeneil/4 ef3=1 é il seguente:
1 L
0.8 -
0.6
0.4
0.2~
2 4 6 : 10

Dal confronto tra i due grafici, concludiamo chepeescindere dalle condizioni
iniziali, il sistema evolve asintoticamente versm wistribuzione di probabilita
fissata. Chiamiamo i valori asintoticiprobabilita limite di stato Chiamiamo

infine la distribuzione limitedistribuzione stazionarigo distribuzione a regime
o distribuzione all’equilibrio).

I11.2.1 Calcolo diretto della distribuzione stazionaria

Sebbene la risoluzione delle equazioni di Chapmalmiigorov permetta di ottenere
I'evoluzione probabilistica del sistema al variae tempot, risulta evidente come, in gran
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parte dei casi, sia sufficiente avere la sola ihishione stazionaria. Per esempio, la
probabilita di trovare il sistema occupato in utamse di tempo scelto casualmente € bene
approssimata dalla probabilita asintotica di treviasistema nello stato ON

Con riferimento al caso elementare di catena dikb\ara due stati, il calcolo della
distribuzione stazionaria sarebbe stato banaletem@dw da considerazioni meramente
intuitive. Infatti, essendo dy=4s e br=1s, la probabilita in un istante di ispezione edesu
di trovare il sistema nello stato ON e di 4 volteelip di trovare il sistema nello stato OFF.

Ma supponiamo di non volerci avvalere di questesic@razioni intuitive. Possiamo
notare chel calcolo della distribuzione stazionaria comunqueNON richiede la soluzione
delle equazioni di Chapman-Kolmogorov, ma solo laoko formulazione! Infatti,
ricordiamo che nel caso in questione le equazio@hdpman-Kolmogorov sono date da:

R (t) =—a Ry (t)+ B FPoer (t)
PO'FF (t) =a Ry (t) -B Forr (t)

Sapendo che a regime (ovvero perinfinito) le probabilita By € Rygr cOnvergono a
valori costanti, possiamo concludere che a regieneorrispondenti derivate tendono a O.
Pertanto, per il calcolo della distribuzione staziva, sarebbe bastato scrivere il seguente
sistema di equazioni lineari (N.B: non piu equakifferenziali):

=

0=-alR, (oo) + B Foe (oo) = P (oo) = Forr (oo)

SERSES

0=alR,, (°°) — B[Py (°°) = R (°°) Porr (°°)

Da cui si nota che le due equazioni sono linearenéipgendenti tra loro. Al fine di
pervenire alla soluzione numerica, sarebbe bastafrre, in luogo di una delle due
equazioni, la condizione “di normalizzazione”:

0=-alk, (°°) + B (Foge (°°) = Fon (°°) :g Porr (°°)

a
. Forr (°°) =

a+pf a+pf

[11.2.2 Teorema di conservazione dei flussi di probabilita

Pon (°°) + Fore (°°) =1 = Fon (°°) =

Chiarito che il calcolo della distribuzione stazoia non richiede la soluzione esplicita
delle equazioni di Chapman-Kolmogorov, ma la lootasformulazione, in questa sezione

® Si noti che la conoscenza della distribuzioneistazia non permetterebbe di rispondere a domahdae$to
tipo: “dato che al tempo 0 una chiamata in arrivsistema lo trova occupato, con che probabilitsistema e
ancora occupato al tempo t=1?". Tuttavia, quelle gfteressa nella pratica & la probabilita che gererica
chiamata trovi il sistema occupato a prescindelia danoscenza di cosa € successo precedentereniesta
coincide con la probabilita a regime di trovarsistema nello stato ON.
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enunciamo un teorema che permette di semplificagneemente stesura del sistema di
equazioni lineari la cui soluzione permette di okdee la distribuzione stazionaria. Il teorema
di conservazione dei flussi di probabilita si puieciare come segue.

Chiamiamotaglio operato sull'insieme degli stati una suddivisiategli stati in
due insiemi disgiunti e complementari. Per un sisten equilibrio statistico (a
regime),la somma algebrica dei flussi di probabilita attrerso un qualunque
taglio & nulla

Nel caso elementare di catena di Markov a due ts¢dtata finora, € evidente che esiste
un solo possibile taglio, illustrato nella figuragsiente. Nella figura, al fine di sottolineare
graficamente come un taglio “isoli” un insieme ttsrispetto agli altri stati, il taglio & stato
illustrato come una linea chiusa. Che non sia pdesbperare un secondo taglio & evidente:
un’eventuale taglio “intorno” allo stato OFF (inolgo di quello disegnato “intorno” allo stato
ON) avrebbe I'esito di suddividere I'insieme deedstati negli stessi identici due sottinsiemi!

Per convenienza di notazione, chiamiamg, € Tore le probabilita limite di stato, in
luogo della precedente notaziohly, (00) e Poee (00). Notiamo che:

o Il flusso entrante attraverso il taglio consideraiyer . 3;
o |l flusso uscente attraverso il taglio conside&tgy . a;
Applicando il teorema enunciato precedentementessipommo pertanto scrivere la
relazione:
0=-alit, + 5 Ul = Ty =E Tlorr
Imponendo la condizione di normalizzazione (la s@telle probabilitat, deve essere
1, altrimenti non avremmo una distribuzione di @oilita) otteniamo le probabilita limite di

stato:
_ P
n.ON -
a+pf
. a
OFF 0’+,3
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che, a parte la differente notazione, ovviameniactdono con quelle calcolate nella
sezione 111.2.1.

[11.3 Distribuzione stazionaria: caso M/M/1

Riprendiamo il caso importante del sistema M/MNella sezione Ill.1.1 abbiamo
verificato che il processo N(che rappresenta il numero di clienti in un sisgeWiM/1 € una
catena di Markov. Il processo tN€ un processo di nascita e morte, in quanto deegalti di
al piu una unita (partenze e/o arrivi singoli). tBeto, le uniche frequenze di transizione di
stato non nulle sono tra stati adiacenti. In paldice:

o Si ha una “nascita” in presenza di un arrivo dutente al sistema. Visto che in
un intervallo di tempad\t si ha un arrivo con probabilita At, la frequenza di
transizione da un generico stit(k>=0) allo statdk+1 eA.

o Si ha una “morte” quando un utente completa il igesv Per qualunque stato
k>0, In un intervallo di tempdt, cio avviene con probabilita At. Pertanto, la
frequenza di transizione da un generico skaflk>0) allo statok-1 e p. Si noti
che non é possibile avere “morti” nello stato 0.

Cio porta al diagramma di stato illustrato neltpufia seguente.

A A A A A A A

— T~ —(—

(o) (1) (2) -
u M u N H u W

Al fine di scrivere il sistema lineare risolutiva, puo procedere applicando il teorema di
conservazione dei flussi a tagli effettuati intorad ogni singolo stato, come illustrato in
figura:

Dai tagli intorno agli stati 0, 1, ...k, si otterrebbe il sistema lineare ad infinite
equazioni
Aty =p,
Aty + pm, = (A + p)r,

Aty + a7, = (A + p)rg,

e
“

Che pud essere risolto ricorsivamente, esprimenglta rprima equazione 14 in
funzione dity, nella seconda equaziomg in funzione dity (essenday oramai noto), etc.
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Tuttavia e didatticamente istruttivo mostrare cama scelta piu “furba” dei tagli permette di
semplificare la stesura del sistema (ovviamemieLiltato finale non cambia)'

O}IG}IQ ------

Amy=pum. = =T

(i)
Am =pum, = 7Tz:;”1: —| 7%

A =umr, = ﬂ:iﬂ :(ijkﬂ
k-1 k k ,U k-1 ,U 0

Si noti che, al fine di completare il calcolo dellstribuzione stazionaria, € necessario
trovarerp. Cio e fatto imponendo la condizione di normalZaae:

k
1:277[(:7702(ij :]76% = ]76:1—1
k=0 k=o\ H{

1-2 H
U
dove la sommatoria converge solo\gg<1.
Riassumendo, detfa= A/p 'utilizzazione del sistema, la distribuzione stamria della
catena considerata (ovvero la probabilita di treyarregimek utenti nel sistema) € data da

i=(1- p)p".
[11.4 Distribuzione stazionaria: caso M/M/N/N

Siamo ora in grado di derivare formalmen#edistribuzione stazionaria per il caso
particolarmente importante di chiamate offerte adascio di circuiti ed il suo caso speciale
rappresentato dalla formula B di Erlang per il olcdella relativa probabilita di blocco.
Possiamo infatti modellare questo sistema comeisiansa a coda composto da N circuiti
(serventi) che operano in parallelo. Il numerollamate (utenti) che puo essere ammesso al
sistema considerato € al piu uguale ad N. Diciah®itcsistema €& a pura perdita, in quanto
non pud accomodare (in una eventuale fila di attesanti in soprannumero rispetto al
numero di serventi.

Consideriamo il processo stocasticd)Mhe rappresenta il numero di circuiti (serventi)
occupati al tempt. E’ banale dimostrare che tale processo stocastioma catena di markov
nell'assunzione di processo di arrivi markovianev@ro tempo di interarrivo tra chiamate
distribuito esponenzialmente) e tempo di servigpomenziale. Dettd il tasso di arrivo delle
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chiamate al sistema (chiamate/secondo), e deftoilllempo medio di servizio di una
chiamata, possiamo rappresentare il sistema mediasgguente diagramma di transizione di
stato.

)\ A

3u (N-Dp Np
Il diagramma si puo spiegare immediatamente conmjesestudiando come caso
particolare cid che succede nello stato 2 e poegdizzando. Il sistema € nello stato 2
quando due chiamate, diciamo la chiamata A e lancata B, sono attive e tutti gli altri
circuiti sono liberi. In tale stato consideriamo pitcolo intervallo di tempait. In tale
intervallo, per assunzione di markovianita del psso degli arrivi e distribuzione
esponenziale negativa del tempo di servizio possotipendentemente avvenire i seguenti
eventi con le seguenti probabilita:
P(arrivo in At) = AAt
P(fine chiamataAin At) = zAt
P(fine chiamataB in At) = uAt
La frequenza di transizione dallo stato 2 allocstae quantificabile come il limite del
rapporto tra la probabilita che nell’intervallt considerato si abbia un arrivo e nessuna
partenza (tutti gli eventi multipli sono trasculabi quanto infinitesimi di ordine superiore a

At) e l'intervallo stessdit, ovvero:
q@ = 3) = im 28RO LAY _ )
At-0 At

La frequenza di transizione dallo stato 2 allo cstdt si pud invece calcolare
considerando che tale transizione avviene, tragdorgli eventi multipli, nel caso in cui o la

chiamata A o la chiamata B terminano, ovvero:
q(2 - 1) = lim (L— AAL) LAt (L — pst) + (L— AAL) (1 — LAt) it —2u
At-0 At

Le altre probabilita di transizione (verso statnremiacenti, ad esempio>® o0 2>4)
sono nulle in quanto la probabilita di occorrenztali transizioni inAt risulta essere 6().

Una volta giustificato il diagramma sopra illustrata distribuzione stazionaria puo
essere immediatamente calcolata applicando il metdel bilanciamento del flussi di
probabilita, che porta a scrivere le seguenti eiguaz
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A = A
7ly =H7L = L =—17T,

2
Am =2um, = T, =171, :—(—J 7T,

_ A 1)
A =kum, = T, ——ﬂk_l—g ; 1T,

_ A (A
Am_, = Num, = T, _N_,u”N_l_W; A

Da cui concludiamo, una volta imposta la condizidh@ormalizzazione, e chiamato
con A=A/u il rapporto tra tasso di arrivo e tasso di seoyizi

A AN
”k —Fﬂo _N—
' Al

2

Pertanto ritrovando, per il caso particolare dibatalita di bloccory la formula B di
Erland a suo tempo data.

Y Prestazioni di un sistema a coda

Quando, per un processo stocastico che descriveigtema a coda, riusciamo a
calcolare la distribuzione stazionaria, ci ritrovia ad avere informazioni di dettaglio sul
comportamento a regime del sistema.

V.1 Prestazioni di un sistema M/M/1

Per esempio, la conoscenza della distribuzioneostada di una coda M/M/1, ovvero
T=(1- p)pk, ci permette di rispondere a domande molto dedtizgldel tipo:
» per quale percentuale di tempo il sistema risidsere vuoto?
0 rispostatg=(1-p)
* con che probabilita un utente che arriva nel siatemova davanti a se
esattamente 2 o 3 clienti?
0 rispostaTp+r=(1- p)p2+(1- p)p3

’ Si noti che nella derivazione qui proposta, éadiatta I'assunzione di tempi di servizio distitbu
esponenzialmente. In realta & possibile dimos{raeela dimostrazione & decisamente piu complebsa ®ltre
gli obiettivi di queste dispense) che la formuldiEErlang € valida anche nel caso in cui le chianfanno
distribuzione di tipo generale, ovvero anche pgtesii M/G/N/N. Tale proprieta & chiamata “insensi’

della probabilita di blocco alla distribuzione detpo di servizio. In pratica, la probabilita dobto in un
sistema a pura perdita NON dipende dalla distrimeistatistica della durata delle chiamate, mandipe&SOLO
dal suo valor medio.

23



» Con che probabilita un utente trova davanti a aedpiLO clienti?
0 risposta:l—i 1-p)po' = p*
i=0

Tipicamente, un tale livello di dettaglio non € gEennecessario; spesso e sufficiente
avere degli indicatori di prestazione piu generdlia questi, € di particolare interesse la
conoscenza del livello medio di occupazione detidac Questo indicatore prestazionale &
immediatamente calcolato come segue:

E[N]=Yim =) iW-p)p' =L
i=0 i=0 @-p)

D’altro canto, la conoscenza della distribuzioredistica relativa al numero di utenti in
coda (e/o del suo valor medio) non € immediatameagipresentativa delle prestazioni del
sistema; per esempio, I'informazione essenziafsiili un dimensionamento di un sistema a
coda e molto spesso legata al ritardo che un uteotatra nell’attraversamento del sistema,
ma la distribuzione stazionaria non si riferisqgaeametri temporali bensi al numero di utenti.

Nel caso particolare del sistema M/M/1, e, almerivallo concettuale, relativamente
semplice quantificare le prestazioni di ritarddatti, un utente che arriva al sistema trovera
con probabilitarg=(1- p)pk un numerdk di utenti davanti a lui. La distribuzione del teongi
attesa condizionatamente al fatto che l'utente arbwtenti € data dalla somma ki1
variabili casuali esponenziali negative con stedaseop (ovvero ik utenti davanti a lui piu il
suo tempo di servizio). Si noti che questo risoltatle solo ed esclusivamente perche’
'utente attualmente in servizio ha un tempo dawviesiduo distribuito esponenzialmente,
grazie alla proprieta di assenza di memoria del$driduzione del tempo di servizio. In
pratica, il calcolo non e’ elementdr@a distribuzione della somma di variabili casualkiata
infatti dalla convoluzione tra le distribuzioni &elsingole v.c.), pertanto si fornisce solo il
risultato finale: detta T la distribuzione del temgi attraversamento del sistema, T € una
distribuzione esponenziale (risultato non intuitydata da:

F(t)=P{T <t} =1-e*+tt =1 g

Da cui € immediato derivare il valor medio

ET] = 1o_ 1
HAL=-p) -1

8 1l modo piu rapido per ottenere il risultato ceéeca usare le trasformate di Laplace. Per unailiigiione

esponenziale negativa X con tasso |, la trasfordidtaplace e Ly () :Ie‘sx,ue"“dx: H . Poiche’ la
+S
0 H
trasformata di una convoluzione é data dal prodiette trasformate, detta T la distribuzione dirdo di
attraversamento nel sistema, questa € data, iraftrasformata, da (si noti la sommatoria pesatatiu
possibili k, per passare da distribuzione condiiara distribuzione assoluta)

k+1
_N(_H k. MA-p)
L (s) = ( j A-p)p" =——
! ; p+s s+ ul- p)
La cui anti trasformata & una distribuzione espaia® con tasso L (3).
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Si noti peraltro che la derivazione del solo ritardedio poteva anche essere fatta senza
passare dal calcolo della distribuzione del ritadddatti, un utente che trova davanti a se k
clienti, dovra aspettare in media un tempo paripyager poter entrare in servizio, ed a questo
punto sara a sua volta servito in un tempo medi gdl/p. Decondizionando su tutti i
possibili valori di k:

em1=3 e pp = L3ia-pp +L=tp f s Lto L

o M M= H H Q=-p) p p-A

O, ancora piu semplicemente, notando (la prova dene il penultimo passaggio
dell’espressione precedente) che un utente trovexdiamente davanti a $#(1-p) utenti;
ciascuno di questi richiedera un tempo medio drigier pari a 1/l; infine a questo tempo di

attesa sara da aggiungere il tempo medio di serdii cliente stesso, 1/u.
IV.1.1 Esempio

Si supponga di avere una linea di trasmissionetavaapacita 200 kbps. A questa linea
arrivano pacchetti la cui lunghezza é distribugpanenzialmente con valor medio 625 bytes.
| pacchetti arrivano ad una frequenza di 32 pati¢betondo, ed il processo degli arrivi €
markoviano (tempo di interarrivo tra pacchetti distito esponenzialmente). Si calcoli:

1) Il numero medio di utenti nel sistema assumendo fiuaadi attesa di lunghezza

infinita;

2) La probabilita che un pacchetto in arrivo sia immtimente trasmesso, senza

bisogno di essere preliminarmente accodato;

3) La probabilita che un pacchetto trovi davanti é&6se piu altri pacchetti compreso

guello attualmente in fase di trasmissione

4) Il ritardo medio

5) 11 95° percentile del ritardo

Grazie alle assunzioni fornite, il sistema e madgle come una coda M/M/1. Il tasso
di arrivo dei clienti (pacchetti) al sistemale32; il tasso di servizio e l'inverso del tempo
medio di servizio, ovvero u=1/(625*8/200000) = fddattore di utilizzo del sistema, ovvero
il rapportop= AMu € pertanto 0.8. Con tali dati, € possibile rigpere alle domande come
segue:

1) EINJ=—£—=4

1-p)

2) Per definizione questa e la probabiliige(1- p) che un pacchetto in arrivo trovi il

sistema vuoto; dai valori numerici si ottierg=0.2

3) Come visto nella sezione precedente, la probalulitaun cliente trovi davanti a se

5 o piu altri clienti & data d@® =0. 262

4) |l ritardo medio & E[W]=1/(1k)=0.125s
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5) 1l 95° percentile del ritardo € definito come lagka temporale sotto cui il 95% dei
clienti sara servita. Per calcolare tale percentide necessario partire dalla
distribuzione del ritardo, e risolvere I'equazione

PT<t}=1-e®“ =095 = t=-1L7099 395)
ﬂ_

=708ms

V.2 Risultato di Little

Il caso precedente era decisamente semplificatbasinzione di markovianita del
tempo di servizio. Per esempio, se assumiamo urpdedci servizio non esponenziale,
notiamo che un cliente che arriva al sistema dag@ettare il tempo di servizio dei clienti
nella fila di attesa (come prima) piu témpo di vita residua del cliente attualmente in
servizio; essendo quest’ultimo tempo in genererdivelal tempo di servizio del cliente nella
sua interezza (v. discussione nella sezione pasadgga residua), il calcolo sia della
distribuzione del ritardo che del suo valor medan ré in generale banale come nel caso
M/M/1 trattato nella sezione precedente.

Tuttavia, per quanto riguarda il calcolo del ri@rdnedio, esiste un risultato
estremamente generale, noto con il nome.itie’s Result, che permette di ottenere tale
ritardo medio una volta noto il numero medio dingi@el sistema. In particolare:

Little’s Result il numero medio di clientiE[N] in un sistema €& uguale al tasso
medio di ingressdA dei clienti nel sistema moltiplicato per il tempoedio E[T]
speso da ogni clienteel sistema. In formule:

E[N] = E[T]

Che ci sia una relazione tra numero medio di utentin sistema e ritardo medio e
intuitivo: ci si puul infatti aspettare che, in peaga di un grande numero di utenti in coda,
anche il ritardo sia grande. E’ forse meno immedi@@mprendere perche’ la costante di
proporzionalita tra E[N] ed E[T] sia proprig ma forniremo una spiegazione intuitiva nella
prossima sezione 1V.2.2. Invece, la cosa sorpreederche tale risultato vale in condizioni
estremamente generali! In particolare, non diperealal processo di arrivo degli utenti nel
sistema, né dalla distribuzione del tempo di sé@vimoltre, non dipende neanche dalla
disciplina di servizio, ovvero vale per qualunquescigblina scelta (First-In-First-Out,
Random, Last-In-First-Out, Processor Sharing, €itfine, e forse &€ questa la cosa piu
sorprendente, non dipende dalla struttura delreststesso, ovvero vale per code singole, per
reti di code, per “parti” di un sistema, e cosi'via

° Si faccia estrema attenzione alla terminologiatatin per non intendiamo il tasso di ARRIVO degli utenti al
sistema (traffico offerto), bensi il traffico ACCERATO (smaltito) dal sistema, traffico che, in sisiea perdita,
e ovviamente differente dal traffico offerto.
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IV.2.1 Risultato di Little: esempi

Per cominciare, ritroviamo il ritardo medio precetdenente calcolato nel caso di coda
M/M/1 tramite il risultato di Little:
E[T] = E[N] _ Yo, _ 1 _ 1
A Q-pl QA-pLu (u-1)
Ora, nella precedente trattazione della coda M/ abbiamo esplicitamente derivato
il numero medio di clienti nella sola fila di attevvero escludendo gli utenti mediamente in
servizio. Tale risultato pud essere istruttivamedezivato a partire da Little, applicato
stavoltaal solo sottosistema rappresentato dalla fila diesta con I'esclusione del servente
Infatti, il tempo di attesa per un generico uteltevviamente dato dal tempo medio di attesa
nellintero sistema M/M/1 meno il tempo di servizitedio dell’'utente stesso, ovvero:
E[W] = E[T]_E:;_E:L
H A-ptu p Q-p)Lu
Applicando Little deduciamo che il numero di cliemediamente in attesa € dato da
HQ=EWI =2 o=~
1-p) Ll 1-0)

Come prova, si noti che tale risultato € dato dahero medio di clienti nel sistema,

ovverop /(1- p), meno il numero medio di clienti in servizio, gkfinizione uguale al fattore

di utilizzo p della coda, riottenendo pertanto
2

p P
A= P

Come sopra accennato, Little vale a prescindeda daluttura del sistema considerato.
Un esempio eclatante e il seguente. Supponiamonr@tamente ci siano 100.000.000 di
utenti connessi ad internet, supponiamo che meditanegni utente riceva un flusso di
pacchetti pari a 20 pacchetti/secondo, e supponmeal ritardo medio dei pacchetti sia di
300 ms. Ebbene, Little ci permette di rispondere niwdo elementare alla domanda
apparentemente complessa: quanti pacchetti son@ameqdte in circolo in un dato istante di
tempo nell’intera rete mondiale Internet? Bastatinfipplicare la formula:

E[N]=ALE[T] = (100.000.000>< 20 p/ S) [0,3s=600.000.000p!

Infine, come ultimo esempio, applichiamo Little aso di sistemi M/M/N/N a pura
perdita. In tali sistemi, non e prevista fila diesta ed un utente viene servito solo se esiste un
servente libero; altrimenti l'utente e scartataffico perduto). Assumendo che il tempo
medio di servizio di una chiamata sia 1/y, il nuon@edio di utenti in servizio € dato da

G]; Aofferto blocco G]; A\) blocco) A%

Ritrovando cosi le formule a suo tempo fornite tpde sistema a pura perdita.

E[circuiti occupat] = A1

accettato
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IV.2.2 Risultatodi Little: giustificazion

Sebbene una dimostrazioformalefigorosa del risultato di Little non sia negli otbivi
delle presenti dispense, riteniamo che un risultat® importante e generale meriti pel
meno una giustificazione intuitiv

La seguate figura mostra un esempio di arrivi e partendeun sistema a coda.
particolare, a partire da un sistema inizialmenieto al tempo t=0, la figura riporta sia
numeroa(t) di utenti arrivati al sistema nell'intero intallo di tempo (0,t), siel numerod(t)
di utenti che hanno lasciato il sistema nel medesimervallo temporale. Ovviamente, :
a(t) ched(t) sono processi casuali a stati discreti sempscenti al’aumentare del parame
t, ovvero alllaumentare dell'intervallo temporale cui il conteggio degli arrivi e dell
partenze e effettuato. In un dato istante di temipmumero N(t) di utenti attualmen
“dentro” il sistema & immediatamente dato dalléedé&nzaoy(t)-5(t).

S(0)

o(t)

>

t
t=8

Chiamiamo oray(t) l'area contenuta tra le due curvwdt) e 5(t). Il valore y(t)
rappresenta, al tempo t, il tempo totale spesa déghti entrati nel sistema prima del temy
considerato. Si noti che(t), essendo un integral€ misurato in tempo x utentCon
riferimento all’esempio illustrato in figural tempo t=8 secondi otterremny(8) = 6 utenti x
secondi. Si noti altresi che

1) il rapporto Nt = y(t)/t rappresenta il numero medib utentinel sistemamisurato

durante lintervallo di tempo (0, con riferimento allesempio della figura, al terr
t=8 otterremmoy(8)/8=3/4, che e’ il risultato corretto in quanter@B secondi su
(secondi # 1, 7 ed 8) il sistema & vuoto; per #sdc(secondi #2,3,4 e 6) il sistel
contiene un solo utente, e pun secondo (il # 6) il sistema contiene 2 ute
pertanto in media (0x3+1x4+2x1)

2) il rapporto T, = p(t)/ a(t) rappresenta il tempo medio speso da ogni utent

sistema con riferimento all’esempio in figura, considedandue utenti in cui i
primo arrivato e rimasto nel sistema per 4 secortliil secondo per 2 secondi,
rapportoy(8)/a(8) =6/2=3 darebbe perappuntoil tempo medicricercato ovvero 3
secondi per utente;

3) Infine, il rapportoA, = a(t)/t rappresenta il traffico medign utenti al secondc

di utenti entrati nel sistema nellintervallo tenmpgle considerato; dall’esemp
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troveremmo chen(8)/8=1/4 darebbe la frequenza di un utente inésgp ogni 4
secondi.
Le tre grandezze sopra esemplificate sono ovviagnlegate dalla seguente equazione:
YO _aOy® _g_,r
t t a()
Poiche’ tale equazione € valida per ogni temponisicierato, ci aspettiamo che valga
anche per t tendente ad infinito, da cui consefuisultato di Little (alle grandezze funzione
di t potremmo infatti sostituire i corrispondenéleri medi)!
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