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Questa breve dispensa ha lo scopo di introdurrestiodente al concetto di Catena di Markov, evitando
complicazioni di carattere formale, ma cercandoddrivare le caratteristiche di una catena di Markda
esempi e considerazioni di carattere intuitivo.ttattazione seguente & pertanto necessariamenteripleta: si

rimanda a testi specialistici per una trattaziona formale.
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I La distribuzione esponenziale negativa

.1 Definizione

Una variabile casuale T ha distribuzione esponénzmegativa, con parametrd,
guando la sua funzione di distribuzione é:

F(t)=P{T<t}=1-&"
Il valor medio della variabile casuale T & legdtsul parametra dalla relazionk

E[T] :;1

Quando la v.c. T rappresenta un “tempo” (per esengnpo di interarrivo tra due
chiamate, o tempo di servizio di un pacchetto, maiguad esempio in secondi) allora il
parametro\ ha le dimensioni di una frequenza (sec'c}mdi

1.1.1 Processo degli arrivi markoviano

Un processo degli arrivi € dettoarkoviano se la distribuzione dei tempi di interarrivo
e esponenziale negativa.

Tempo di interarrivo T

>
tempo

1.1.2 Definizione: Processo di servizio markoviano

Un processo di servizio & dettearkoviano se la distribuzione del tempo di servizio
esponenziale negativa.

1.1.3 Esempio

Supponiamo che in un’ora arrivino mediamente 28B4amate ad una centrale
telefonica. Assumiamo che la distribuzione del temg interarrivo tra due chiamate
consecutive sia esponenziale negativa. Notandoildegnpo medio di interarrivo tra due

! Infatti, applicando la ben nota formula per ilamdb del valor medio di una v.c. a partire dall'esgsione della

sua funzione di distribuzioneE[T] = T(l— F, (t))dt =]2 (1— [1— e ])dt =T e dt =%
0 0

0



chiamate consecutive e E[T] = 3600/2834 = 1.27 rsehicda frequenza di arrivo risulta essere
A=1/E[T]=2834/3600=0.787 chiamate/secondo.

Grazie alla conoscenza della distribuzione di podla del tempo di interarrivo, €
semplice calcolare, ad esempio, la probabilitadiie chiamate consecutive siano intervallate
da piu di due secondi:

P{T >2}=1- P{T < 2} =1~ (1-€°"*™) = 7™ = 0.207= 20.7%

A titolo di esempio si riporta, nel grafico seguentandamento della probabilita che
due chiamate siano intervallate da piu di t segopeti t variabile tra 0 e 10. Il paramek@
fissato a 0.787 chiamate/secondo.
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Come si vede graficamente, per t=10 la probabditprossima allo zero. Ma non e
ovviamente zero, ed infatti il valore numerico &

P{T >10} == %™ = 0,00038= 0.038%

1.2 Proprieta fondamentali della distribuzione esponenale negativa

La distribuzione esponenziale negativa € I'unicgtriiuzione statistica che gode delle
seguenti proprieta.

1. assenza di memoriala probabilita di avere un evento (ad esempi@uivo) a
partire da un dato istante di tempo non dipende d#bria precedente;

2. la probabilita di aveve un evento (ad es. un ajrimoun intervallo di tempo
piccoloAt € data da At. In altre parole, tale probabilita €, a menondinitesimi
di ordine superioreproporzionale alla durata dell'intervallo di tempo
consideratq essendd\ ( parametro della distribuzione esponenziale neghpti
la costante di proporzionalita.



1.2.1 Derivazione della distribuzione esponenziale negati

Supponiamo di avere un generico processo degliiadove per “generico” intendiamo
non nota la distribuzione di probabilita del tenghanterarrivo. Supponiamo pero di sapere
che

1. la probabilita di avere un arrivo in un intervatlo tempoAt “piccolo” sia (a

meno di infinitesimi di ordine superiore) propomabe alla durata dell'intervallo
stesso, ovverdD{arrivo in At} [J At ; supponiamo in particolare che la costante

di proporzionalita sia, ovvero P{arrivo in At} = ANt

2. che tale probabilita sia indipendente dalla scdi#’intervallo di tempoAt;
come caso particolare, tale probabilita € indipaemledla quanto & successo
precedentemente a questo intervallo (proprietdskrza di memoria);

3. che la probabilita di avere piu di un arrivoAh sia piccola rispetto a quella di
avere un singolo arrivo - ovvero che la probabititéavere arrivi multipli sia
o(At).

Ci chiediamo: quale € la probabilita di NON avdiia arrivo in un intervallo di tempo
di duratat? Per rispondere a questa domanda, chiami&yft) la probabilita di non avere
alcun arrivo nell'intervallo temporale (R, Notando che, a meno di infinitesimi di ordine
superiore, la probabilita di non avere alcun arfivain intervallo di tempd + At € data (per
ipotesi di indipendenza) dal prodotto della prob&bidi non aver avuto alcun arrivo nel
tempot (ovvero, per definizioneP,(t) ) e di non avere alcun arrivo nell'intervatdd (ovvero
1- AAt), possiamo scrivere:
Po(t +At)_ Po(t)

At

P,(t +At) = P,(t)1- AAt) = P,(t) - AP, (t)At =-AP(t)

Passando al limite p&t—>0 otteniamo una semplice equazione differenzialg@ieo
ordine:

R (t) = _Apo(t)
che possiamo risolvere imponendo la condizioneatarno P, (0) =1, condizione che

vale in quantoP,(t) & una probabilita, e che la probabilita di nonravacun arrivo in un

tempo nullo &€ ovviamente 1. Il risultato finale é:
P(t)=e"

Il risultato appena dimostrato dice la seguenteacsg valgono le ipotesi 1-3

precedenti, il tempo di interarrivo e distribuito esponenzialmente Infatti, per definizione
di R(1),

P{T<t}=1-P(t)=1-&""



1.2.2 Esempio 1

Supponiamo che una chiamata telefonica sia digtailmsponenzialmente. Supponiamo
che la sua durata media sia di 120 secondi. Quiegbabilita che la chiamata termini in
un intervallo piccold\t, dato che la chiamata € durata gia’ 90 secondifilita qualcosa se la
chiamata e durata 180 secondi? La risposta ovvisamensemprgu At, con pu=1/120, a
prescindere da quanto la chiamata sia durata cegesza.

Si noti che in questo esempio abbiamo scelto ustalalizione esponenziale negativa in
cui I'evento di riferimento € la fine della chiaraat

1.2.3 Esempio 2 — paradosso della vita residua

Supponiamo che il tempo di interarrivo tra due butad una fermata segua una legge
esponenziale negativa. Supponiamo che mediamemielar autobus ogni 10 minuti. Se un
passeggero arriva ad un istante casuale, quanta ddiamente aspettare?

Ora, intuitivamente potrebbe sembrare ragionevapondere dicendo “5 minuti”,
ovvero la meta del tempo di interarrivo tra dueohus. In realta, la risposta corretta e 10
minuti (!) in quanto il tempo di attesa del prossiautobus non dipende, per le proprieta della
distribuzione esponenziale negativa, da quanto ¢éesngia passato.

Si noti che questa proprieta vale solo ed escluosvde perché abbiamo assunto un
processo di interarrivo degli autobus con distribne esponenziale negativa: se avessimo
assunto una distribuzione deterministica (ovverautobus esattamente ogni 10 minuti), la
risposta corretta sarebbe stata 5 minuti.

Questo esempio € chiamato “paradosso della vitdu&s in quanto la risposta sembra
essere paradossale. In realta non c’e’ nessunges@adsemplicemente il tempo di attesa del
prossimo autobus € sicuramente maggiore della ogtaalore medio (i 5 minuti di cui
sopra) perché e piu probabile che un passeggewoiarun intervallo “grande” tra due arrivi
consecutivi di autobus.

1.3 Distribuzione esponenziale e distribuzione di Poiss

Consideriamo un processo di arrivi markoviano (oowen processo per cui il tempo di
interarrivo sia distribuito esponenzialmente). Suypamo che il tempo medio di interarrivo
sia 1A. Consideriamo un generico intervallo t. Vale il segte risultatoil numero di arrivi
in un intervallo t € una variabile casuale con distbuzione di Poisson:

k
(At)

P (t): K e’

1.3.1 Dimostrazione

Gia sappiamo (v. sezione 1.2.1) che la probabilﬁé(t)che non vi siano arrivi



nellintervallo di tempo (0,t) €& data dalla Ila sdhne dellequazione
differenzialel%(t) = —APO(t) , OVVero:

P(t)=e™"

Concentriamoci su un istante di tentpoAt conAt piccolo. Possiamo calcolare la
probabilita di avere un arrivo irt- At come: i) la probabilita di avere avuto O arriviednpo t
e di avere 1 arrivo nell'intervallo di temgad piu la probabilita di aveve avuto 1 arrivo al
tempot e di non avere nuovi arrivi nell'intervallo di tpmAt. In formule:

R(t+at)-R(t)

~ =-AR(t)+ AR,(t)

P,(t + At)= P,(t) DAAt +P,(t)(1- AAt)

Analogamente, possiamo generalizzare e calctdapeobabilita di averé arrivi nel

tempo t +At come:
R (t+At)-PR(t)

P (t+At)=PR_(t) DAt +R (t)(1- I4At) = A =P, (t)+ AP, (t)

dove abbiamo trascurando I'eventualita di arriviltipti nell'intervallo di tempoAt (la
cui probabilita, come detto precedentemente, &)qgger una distribuzione esponenziale).
Passando al limite p&t—>0, otteniamo il seguente sistema di equazioni idiffeiali:

P ()=
R ()= R0+ R0
+AP

By (t) = =AR,(t) + AR, (t)

pk (t)=-AR,(t)+ AP_,(t)

L’'equazione relativa alla seconda riga & immediataerisolta usando il terminfé, (t)
noto dalla prima riga, ed applicando I'ovvia corlie al contorno P, (0) =0 (la probabilita
di avere un arrivo al tempo O & ovviamente nulldgna volta calcolatoP,(t) & possibile
calcolare P, (t) risolvendo I'equazione differenziale indicata aelérza riga, e cosi via per

qualunque valor& scelto. Il risultato €, come volevasi dimostrdae]istribuzione di Poisson:
Ry(t)=e"
P(t)=Ate™

n )= e

)=




| Arrivi esponenziali e processi di pura nascita

Lo studio fatto fino ad ora ci ha permesso di nmette@ relazione un processo degli
arrivi, espresso in termini deltdistribuzione di probabilita della variabile cas@atontinua
tempo di interarrivg con un processo di “conteggio”, espresso in teirahi distribuzione di
probabilita della variabile casuale discreta numetioarrivi al tempo t Nellimportante caso
di arrivi markoviani che stiamo considerando, Igtrbuzioni di probabilita in questione sono
la distribuzione esponenziale negativa per il temlipaterarrivo, e la distribuzione di Poisson
per il numero di arrivi al tempb

Eventi di arrivo

>
tempo

At)

R N W b

|-

t, t, t, t, t t  tempo

La Figura precedente riporta una illustrazioneigsaflella relazione tra eventi di arrivo
e processo A che rappresenta il numero di arrivi al tentpth processo A € un “processo
di pura nascita”, in quanto non decresce mai altentare del tempo, ma si incrementa
sempre di una unita (nascita) ad ogni arrivo swgiees Nel caso particolare di arrivi
markoviani, si noti che il processotifion fa mai “salti” di piu di una unita (abbiamufatti
detto che la probabilitd di avere arrivi multipfi un intervalloAt->0 € un infinitesimo di
ordine superiore rispetto alla probabilita di avenearrivo singolo, data deit).

La figura precedente evidenzia come il processt) B( evolva attraverso “stati”
discretf, dove uno stato rappresenta il numero di everdiiivo conteggiati fino all’istante
considerato. E’ utile rappresentare graficamentesgiti del processo con il diagramma
illustrato nella figura seguente:

2 Un processo stocastico a stati discreti & spesamato “catena”. Nel caso specifico in questidpeacesso
A(t) & una catena tempo-continua in quanto € dipeteddal parametro t continuo.
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(o) (1) (2) (8) (4) -

dove i cerchi rappresentano un possibtkgto del sistema, AJ=0, 1, 2, ..., e le frecce
rappresentano le possibitansizioni di stato, ovvero la presenza di una freccia tra due stati
implica che e possibile avere un “salto” tra i di&ti in questione. Per esempio, nel caso del
processo di pura nascita th(come si vede dal diagramma, le uniche transizibrstato
possibile sono tra lo statoe lo statok+1. Non sono infatti possibili salti multipli, e neé
possibile — si noti che le transizioni di stato vamel verso della freccia - un ritorno allo stato
k una volta raggiunto lo staterl (essendo il processo di pura nascita, una coltaati 10
arrivi non c’e’ modo di tornare allo stato 9, intlemdo per stato il numero di arrivi contati!!).

II.1 Frequenze di transizione di stato

Siamo arrivati al momento piu importante di questtazione. Ci chiediamo: e
possibile (e/o utile) assegnare un valore numeaileofrecce, disegnate nel diagramma a stati
precedente, che rappresentano le transizioni thstaa risposta é: per processi markoviani,
sicuramente si. In particolare diamo la seguenfiaidene:

Chiamiamofrequenza di transizione di stativa gli stati k ed h il rapporto fra la
probabilita che, assumendo il sistema in un dafbosk, avvenga una transizione
di stato k2h in un intervallo di tempo tendente a 0, e l'imaio di tempo
considerato. In altre parole, detto k uno statogare e h uno stato destinazione,
la frequenza di transizione di stato gfk) e definita come:

q(k - h)=lim P(k - hin At |S|stemanellostatok)
At -0 At

L’'unita di misura di una frequenza di transizionprébabilita condizionata su tempo
ovvero secondfi. Nel caso particolare in questione (arrivi markonj, € facile derivare le
frequenze di transizione. Infatti, I'inico casodui la frequenza di transizione assume valore
non nullo e la transizione da un generico sta#tlo statok+1. La probabilita di transizione
dallo statdk allo statok+1 in un intervallo di tempdt coincide con la probabilita di avere un
arrivo nell'intervallo di tempoAt. Poiché i tempi di interarrivo hanno distribuzione
esponenziale con parametkg la probabilita di un arrivo ildt non dipende dalla storia
passata, ed e banalmente dataAdd Concludiamo quindi che, per qualunque sthto

considerato,
At
gk - k+1) = IAItrPOE =A



E’ consuetudine riportare graficamente le frequedizéransizione nel diagramma di
stato, associandole agli archi che rappresentainarisizioni di stato (vedi figura seguente).

by

Una importante osservazione € che la definiziondrefjuenza di transizione data
precedentement@on risulterebbe univoca per processi non markovian Infatti, la
probabilita di transizione da uno std@d uno statdk+1 dipenderebbe dall’evoluzione del
processo e dal tempo di permanenza nello statodsyag. Per esempio, se gli arrivi fossero
deterministici (ad esempio 1 arrivo al secondo)réguenza di transizione dallo st&@llo
statok+1 sarebbe di 1 transizione al secondo, ma ovvisrnanprobabilita di avere o meno
una transizione a partire dallo st&t@onsiderato dipenderebbe da quanto tempo il psoces
ha passato nello stato stesso!

II.2 Flussi di probabilita

L’analisi dell’esempio di processo di pura nascitasiderato finora ci permette di trarre
un’ulteriore importante informazione. Definianflisso di probabilita uscente da un dato
statok ed entrante in un altro statp al tempot, come il prodotto tra la probabilita di essere
nello stato considerato al tempe la frequenza di transizione tra gli stati coasati, ovvero:

gk - h,t) =R (t)ak - h)

Ricordando la definizione di frequenza di trangigali stato data nella sezione II.1, e

sostituendo nella formula precedente, otteniamo:
A(K - hit) = P.(t)lim P(k — hin At |sistemanello statok)
At-0 At
— lim P(k - hin At,sistemmellostatok)
At-0 At

Tale formula ci dice che un flusso di probabili@ppresenta la frequenza (ovvero
probabilita su tempo) assoluta (si noti la diffe@@ncon la corrispondente probabilita
condizionata nel caso di transizione di stato)afisare, al tempp dallo statdk allo statoh.
In generale in flusso di probabilita cosi’ definilipende dal tempbconsiderato. Si dimosfta
che:

® La dimostrazione coincide con quella propostaansdizione 1.3.1. In particolare, per il caso pakie di un
processo di pura nascita, basta dimostrare chu intervallo {,t+At), vale I'espressione
P (t+at)-P(t)_ .
= = - +
fim S (1) = ~AR, (1) + AP, (1)
e rileggere tale espressione come somma algelgidlussi attraverso lo stato
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la variazione di probabilita istantanea per un datato € uguale alla somma
algebrica dei flussi in entrata ed in uscita dadiato considerato.

Flusso entrantel,(t) (A Flusso uscenteP, (t) (A
A VAT TN A A
OROHOIONORS
\ !
‘. ) !

Applicando questa considerazione, sarebbe statcediato ottenere, con riferimento
alla figura precedente che rappresenta il diagramind@nsizione di stato per un processo di
pura nascita, I'equazione differenziale:

Py (t) = =AR,(t) + AR, (1)

dove:
o La variazione istantanea di probabilita nello s@aola derivata primd&, (t) ;
o |l flusso entrante nello stato Z/iPl(t) : essendo entrante nello stato & preso con
segno positivo;
o |l flusso uscente dallo stato 2/&32 (t): essendo uscente dallo stato & preso con

segno negativo.
I Catene di Markov e distribuzioni stazionarie

Il processo di pura nascita studiato nella seziprexedente rappresenta un primo
esempio, il piu’ elementare possibile, di una caténMarkov tempo-continua. Tale processo
e infatti:

o Una catena, in quanto lo spazio degli stati & dtscr

o E’ una catena di Markov in quanto (come vedremadbteve) la probabilita di
transizione di stato dipende esclusivamente daiédosdi partenza e non
dall’evoluzione precedente del processo e/o dalpterspeso nello stato
considerato.

Tuttavia il processo di pura nascita € una catengail anomala, ed in particolare di
scarso interesse pratico. Infatti, 'evoluzione gebcesso di pura nascita e particolare in
guanto, allaumentare del temppla probabilita di essere in uno st&a@omunque scelto
tende a 0. Infatti, peartendente ad infinito, & intuitivo comprendere cdfmaumero di arrivi
tendera a diventare infinito, e quindi la probaailili avere un numero finito di arrivi tende a
0. Si usa dire che il processo di pura nasota ammette una distribuzione a regime
(ovvero unadistribuzione stazionaria ovvero una distribuzione in condizioni eguilibrio
statistico). Si usa anche dire che la catena in questionstatiile.

11



In questa sezione introdurremo catene di Markoy aldifferenza del processo di pura
nascita, ammettono una distribuzione a regime,reay@ a cosa serve tale distribuzione ed
impareremo a calcolarla.

[11.1 Definizione di catena di Markov

Nel prosieguo, come perlatro fatto finora, ci lismho all’analisi di processi tempo-
continui. La definizione che stiamo per proporren motipicamente quella data nei testi di
probabilita, ma ne €& una diretta conseguenza (ovvisulta dimostrabile a partire dalla
definizione rigorosa - rimandiamo il lettore interessato alla consitine dei testi
specialistici). Riteniamo perd che la definizioregsente sia per noi preferibile in quanto,
oltre ad essere decisamente piu semplice, metteediimtamente in luce alcune proprieta
chiave delle catene di Markov che poi verrannotfte nella nostra trattazione.

Con il termine “Catena di Markov” definiamo un pregso stocastico a stati
discreti che gode delle seguenti due proprietail i9mpo di permanenza in ogni
stato € una variabile casuale con distribuzioneoegmziale negativa, e 2) le
frequenze di transizione di stato dipendono soltlodstato di partenza e non
dagli stati visitati precedentemente.

.1.1 Esempio: dimostriamo che un sistema M/M/1 e unareati Markov

Un sistema M/M/1 € un sistema caratterizzato daawmero infinito di utenti, da un
servente e da numero infinito di posti in codgrécesso degli arrivi al sistema & un processo
di Poisson con frequen2a(ovvero la distribuzione del tempo di interarrigcesponenziale
negativa con parametid, ed il tempo di servizio per ogni cliente neltsisa € una variabile
casuale con distribuzione esponenziale negativapeoametrgs (ovvero il tempo medio di
servizio e 1if).

Per dimostrare che il processotN@efinito come numero di utenti nel sistema
rappresenta una catena di Markov, cominciamo atizaaee lo stato 0, ovvero lo stato che
caratterizza il sistema vuoto. Supponiamo in paldi@ che al temp6=0 il sistema si trovi
nello stato 0. In tale condizioni, non essendocul cliente in servizio, I'unico evento
possibile e I'arrivo di un nuovo cliente al sisterRaiché il tempo di interarrivo e distribuito
esponenzialmente con paramekiosfruttando la proprieta di assenza di memorigsiono
concludere che la variabile casualg & a sua volta distribuita esponenzialmente con
parametro\ e con valor medio EJ=1/ A, ed é rappresentativa (vedi figura seguente):

0 sia del tempo che intercorre fra l'istatt® e I'istantet; di arrivo di un cliente

* Una catena di Markov & un processo stocasticatadiscreti X(t), che gode della seguente progristelti
arbitrariamente n+1 istanti di tempp<tt; <t,<...<t,;<t, e per qualunque scelta arbitraria degli statirdis
S0, S+ Si1: Sy, Vale la seguente proprieta:

P(X(th) = s1] X(to) = %, X(tr) = 81, -0 X(thd) = $0) = P(X(h) = 51 X(th-1) = $h-)
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o che del tempo di permanenza del sistema nello Stata un istante di ritorno
allo stato O (tempd, in figura) ed il successivo istante di arrivo @i nuovo
cliente (tempds)

N(t),

t, t t t
T, T,
Consideriamo a questo punto lo stato 1. Abbiamo tanasizione di stato in due soli
casi:

VN

0 se un nuovo cliente arriva prima che il cliente sistema abbia finito il servizio
(in gergo una “nascita”), avremo una transiziore2]
o se invece il cliente finisce il servizio prima alm@ nuovo utente entri nel sistema
(in gergo una “morte”), avremo una transizior2
Si noti che abbiamo trascurato il caso in cui nellesso istante di tempo si abbia
contemporaneamente la fine del servizio e l'arrdioun nuovo utente, in quanto questo
evento ha probabilita infinitesima di ordine supegirispetto ad un singolo arrivo o partenza.
Per valutare se il tempo di permanenza nello staaistribuito esponenzialmente, ed
in questo caso con quale parametro, possiamo @peoane segue. La probabilita di uscire
dallo stato 1 in un intervallino di temp puo essere scritta come segue:

P(arrivoin At)x[l— P(partenzan At)] + P(partenzan At)x [1— P(arrivoin At)]

dove
P(arrivo in At) = AAt
P(partenzain At) = pAt

pertanto la probabilitd di uscire dallo stato luim intervallo di tempdit puo essere
espressa come:

At x[1— pit]+ it x[1- AAt] =
= ADt — Au(At)? + pt — Au(At)? =
= (A + p)At + o(At)
Da cui concludiamo che, a meno di infinitesimi ddioe superiore, la probabilita di
uscire dallo stato 1 e proporzionale all'intervadlidi tempoAt considerato (e che quindi la

distribuzione & esponenziale negativa), e che &aate di proporzionalita &+u (e che
quindi questo e il parametro della distribuzionpog®nziale negativa in questione, ovvero
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che, detta 1 la variabile casuale che rappresenta il tempoedinpnenza del sistema nello
stato 1, eP(T, <t) =1- g euk ).

Si noti infine che la dimostrazione precedentel@aasia per il caso in cui il sistema sia
entrato nello stato 1 a partire dallo stato O (oe\grazie ad un arrivo — casq Jnella figura
seguente), sia che il sistema sia entrato nelto dta partire dallo stato 2 (ovvero grazie ad
una partenza — casq gnella figura seguente).

N (tZ.
2
1
>
t

Tl,b

Rimane da dimostrare che la probabilita di transieidi stato dipende esclusivamente
dallo stato di partenza, e non dagli stati visifmgcedentemente. A tale proposito & banale
dimostrare che, assumendo di avere una transizios&to, la probabilita di passare dallo
stato 1 allo stato 2 & data da

P(1 - 2|transizioredi stato) =

A+u
ed analogamente che
P(L - O|transizioredi statd) = —~.
A+u

da cui si evince che tali probabilita non dipenddatia storia passata, ma solo dai tassi
di nascita e morte.

Infine, I'analisi svolta per il caso di stato 1 pessere ripetuta per qualunque altro stato
k. Da cui concludiamo che il processat)Nt¢he rappresenta gli utenti in un sistema M/M/1 e
una catena di Markov.

[11.2 Distribuzione stazionaria: esempio di processo ON/EF

L’esempio piu elementare di catena di Markov e at@sso a due stati, ad esempio una
risorsa che si alterna tra stato ON (occupato) EH (Dbero). Il processo € markoviano se |l

A
A+u

SP( - 2|tx_statg =IP(arrivo in (t,t +dt))P(servizio> t)dt =J'/1e’”te‘”‘dt =
0 0
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tempo di permanenza negli stati e distribuito esparalmente. Chiamiamo corpy e Torr |

tempi medi di permanenza nei relativi stati.
X(t),

A

ON

OFF | | >
t

Notiamo in primo luogo che la transizione di st uno stato ON ed uno stato OFF
avviene nel momento in cui termina il periodo dnp® in cui la risorsa € occupata, ovvero
Ton. Pertanto, la frequenza di transizione ©8FF €& data dal reciproco del tempo di
permanenza dy nello stato ON, ovverax =1/ Toy (in altre parole, per assunzione di
esponenzialita, il tempo di permanenza nello s@tbe una variabile casuale esponenziale
negativa con funzione di distribuziode- e ). Analogamente, si=1/ Torr la frequenza
di transizione dallo stato OFF verso lo stato O&lchtena di Markov a due stati cosi ottenuta
e illustrata nel diagramma di stato seguente.

B

Consideriamo l'evoluzione del processo a partireudagenerico istante fino ad un
generico istante di tempi-At con At piccolo. Allora, considerando che, in un temfsip
transizioni di stato multiple hanno una probabititee risulta essere un infinitesimo di ordine
superiore rispetto alle transizioni singole, e od&smndo che, grazie all'assunzione di
esponenzialita dei tempi di permanenza negli statisiderati, la probabilita di avere una
transizione dallo stato ON ad OFF e dataodé e viceversa la probabilita di transizione da
OFF ad ON e data daht, possiamo scrivere:

Py (t+At)= Py (t)1- ant)+ Py (t) [ At
Poe (t +At)= Py (t) At + Py (t)(1- BAt)
Riarrangiando i termini nelle equazioni e dividenewAt:
Py (t+At)- Py (t)

At =-a Ry, (t) + (Forr (t)
Pore (t + At) —Poer (t) — _
0 Pore) - 41p, ()~ B1R 0)

Passando al limite pét—>0:
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P(:) (t) =-a Ry (t)"' B o (t)

Porr (t) =a Ry (t) — B P (t)

che rappresenta un sistema di equazioni differerimaari. Tali equazioni, nel caso
generale di una catena di Markov arbitraria (ovuawo necessariamente limitata a due stati)
prendono il nome dequazioni di Chapman-Kolmogorov E’ immediato verificare che,
nellassunzione in cui il sistema al tempo O sivironello stato OFF (ovvero
Py (0) =0, Py (0) =1), il sistema ha la seguente soluzione:

)= 5 A
Forr (t) g A g (AN

= +
a+pf a+pf

E’ istruttivo rappresentare graficamente i risultatenuti. In particolare supponiamo di
considerare un sistema in cui risultinE4s e bre=1s. Pertantop=1/4 ef3=1.

1
, Pon
0.8
0.6
0.4
: Poff
0.2
> 4 & 8 10

Gli andamenti delle probabilita di essere nelldcsst@aN ed OFF at tempbpermettono

di trarre alcuni interessanti considerazioni.

(0]

Essendo partiti dall'assunzione di sistema inizexite nello stato OFF, pér
piccolo la probabilita Py (t) risulta, come intuitivamente aspetato, essere

piccola.
Per t crescente fino a cirta4, la probabilitd,y, (t) cresce.

Pert elevato (da 4 in poi),Psy (t) tende a convergere verso un asintoto

orizzontale dato dal valore 0.8.
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Proviamo a risolvere il sistema di equazioni défeziali, cambiando le condizioni
iniziali, ed in particolare assumendo che il sisiemizialmente si trovi nello stato ON
(owvero P-,, (0) =1, P, (0) = 0). | risultati numerici sono, in questo caso:

Poult) =2+ Lt

_a+ﬁ a+pf
Forr (t) = O’fﬂ - afﬂ g (@A)
ed il grafico risultante con i parametri numedeil/4 ep=1 e il seguente:
1
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2r

2 4 6 8 10

Dal confronto tra i due grafici, concludiamo chepeescindere dalle condizioni
iniziali, il sistema evolve asintoticamente versa wistribuzione di probabilita
fissata. Chiamiamo i valori asintoticiprobabilita limite di stato Chiamiamo

infine la distribuzione limitedistribuzione stazionarigo distribuzione a regime
o distribuzione all’equilibrio).

.2.1 Calcolo della distribuzione stazionaria senza passialla soluzione del sistema
di equazioni differenziali.

Sebbene la risoluzione delle equazioni di Chapmalmiigorov permetta di ottenere
I'evoluzione probabilistica del sistema al variale tempot, risulta evidente come, in gran
parte dei casi, sia sufficiente avere la sola ihismione stazionaria. Per esempio, la
probabilita di trovare il sistema occupato in utamse di tempo scelto casualmente € bene
approssimata dalla probabilita asintotica di treviisistema nello stato ON

® Si noti che la conoscenza della distribuzioneistazia non permetterebbe di rispondere a domandaesto
tipo: “dato che al tempo 0 una chiamata in arrisistema lo trova occupato, con che probabilitsistema &
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Con riferimento al caso elementare di catena dikblara due stati, il calcolo della
distribuzione stazionaria sarebbe stato banaletemdw da considerazioni meramente
intuitive. Infatti, essendody=4s e be=1s, la probabilita in un istante di ispezione cdesuli
trovare il sistema nello stato ON é di 4 volte tudi trovare il sistema nello stato OFF.

Ma supponiamo di non volerci avvalere di questesi@razioni intuitive. Possiamo
notare chel calcolo della distribuzione stazionaria comunqueNON richiede la soluzione
delle equazioni di Chapman-Kolmogorov, ma solo laoko formulazione! Infatti,
ricordiamo che nel caso in questione le equazio@ihdpman-Kolmogorov sono date da:

R (t) =-a Ry (t)"' B (Pore (t)
Pore (t) =a Ry (t) = B Poe (t)

Sapendo che a regime (ovvero pexinfinito) le probabilita By € Rygr convergono a
valori costanti, possiamo concludere che a regieneodrrispondenti derivate tendono a 0.
Pertanto, per il calcolo della distribuzione stazioa, sarebbe bastato scrivere il seguente
sistema di equazioni lineari (N.B: non piu equakdifferenziali):

=

0=-alR, (°°) + B Roer (°°) = Py (°°) =—Foer (°°)

0=a P, (00) - B [P (°°) = P (°°) =—Forr (°°)

Qw R

Da cui si nota che le due equazioni sono linearendippendenti tra loro. Al fine di
pervenire alla soluzione numerica, sarebbe bastafrre, in luogo di una delle due
equazioni, la condizione “di normalizzazione”:

0=-a kR, (°°) + B (Poer (°°) = Fox (°°) :g Fore (°°)

Fon (°°)+ Porr (°°) =1 = P (°°) :afﬁ

__a
a+pf

, Porr (°°)

.2.2 Teorema di conservazione dei flussi di probabilita

Chiarito che il calcolo della distribuzione stazoia non richiede la soluzione esplicita
delle equazioni di Chapman-Kolmogorov, ma la lootasformulazione, in questa sezione
enunciamo un teorema che permette di semplificacneemente stesura del sistema di
equazioni lineari la cui soluzione permette di okdee la distribuzione stazionaria. Il teorema
di conservazione dei flussi di probabilita si puieciare come segue.

ancora occupato al tempo t=1?". Tuttavia, quelle giteressa nella pratica € la probabilita che gewerica
chiamata trovi il sistema occupato a prescindelia danoscenza di cosa & successo precedenteraentiesta
coincide con la probabilita a regime di trovarsistema nello stato ON.
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Chiamiamotaglio operato sull’insieme degli stati una suddivisiategli stati in
due insiemi disgiunti e complementari. Per un sistén equilibrio statistico (a
regime),la somma algebrica dei flussi di probabilita attrerso un qualunque
taglio € nulla

Nel caso elementare di catena di Markov a due tsédtata finora, € evidente che esiste
un solo possibile taglio, illustrato nella figuragsiente. Nella figura, al fine di sottolineare
graficamente come un taglio “isoli” un insieme thtsrispetto agli altri stati, il taglio & stato
illustrato come una linea chiusa. Che non sia pdesbperare un secondo taglio & evidente:
un’eventuale taglio “intorno” allo stato OFF (inolgo di quello disegnato “intorno” allo stato
ON) avrebbe I'esito di suddividere I'insieme deedstati negli stessi identici due sottinsiemi!

Per convenienza di notazione, chiamiamgy e Tore le probabilita limite di stato, in
luogo della precedente notaziohg, (00) e P (00). Notiamo che:

o Il flusso entrante attraverso il taglio consideri®yer . 3;
o Il flusso uscente attraverso il taglio considetgy . q;
Applicando il teorema enunciato precedentementessipmmo pertanto scrivere la
relazione:

0=—a Ut + BT = Ty =E Tlore
Imponendo la condizione di normalizzazione (la s@elle probabilitar, deve essere
1, altrimenti non avremmo una distribuzione di @otita) otteniamo le probabilita limite di

stato:

_ B
]TON_

a+pf
T =9
OFF 0’+,3

che, a parte la differente notazione, ovviameniacodono con quelle calcolate nella
sezione lIl.2.1.
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[11.3 Distribuzione stazionaria: caso M/M/1

Riprendiamo il caso importante del sistema M/MNella sezione Ill.1.1 abbiamo
verificato che il processo N(che rappresenta il numero di clienti in un sistdtiM/1 & una
catena di Markov. Il processo tN€ un processo di nascita e morte, in quanto pgeegalti di
al piu una unita (partenze e/o arrivi singoli). tBeto, le uniche frequenze di transizione di
stato non nulle sono tra stati adiacenti. In paldie:

o Siha una “nascita” in presenza di un arrivo dutente al sistema. Visto che in
un intervallo di tempad\t si ha un arrivo con probabilita At, la frequenza di
transizione da un generico st&t(k>=0) allo statck+1 eA.

o Si ha una “morte” quando un utente completa il igesv Per qualunque stato
k>0, In un intervallo di tempdt, cio avviene con probabilifa At. Pertanto, la
frequenza di transizione da un generico skafk>0) allo statok-1 € p. Si noti
che non é possibile avere “morti” nello stato 0.

Cio porta al diagramma di stato illustrato nelgufia seguente.

Al fine di scrivere il sistema lineare risolutive,puo procedere applicando il teorema di
conservazione dei flussi a tagli effettuati intora@ ogni singolo stato, come illustrato in
figura:

Dai tagli intorno agli stati 0, 1, ..k, si otterrebbe il sistema lineare ad infinite exjoai
ATty =pr,
Aty + pm, = (A + p)r,

ATty + ity = (A+ p)r,

Che puo essere risolto ricorsivamente, esprimeetla prima equazioney, in funzione
di o, nella seconda equaziomg in funzione dity (essendary, oramai noto), etc. Tuttavia é
didatticamente istruttivo mostrare come una scelia “furba” dei tagli permette di
semplificare la stesura del sistema (ovviamentsultato finale non cambia):
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‘A A A
OHONOE=
G
7 K ¢ H H
Ay =pum. = m=—1g

(i)
Am=pm, = mL=—m=|—|T

A, = um, = n:in :(ijkn
k-1 k k ,U k-1 ,U 0

Si noti che, al fine di completare il calcolo dellstribuzione stazionaria, € necessario
trovarety. Cio e fatto imponendo la condizione di normalzaae:

k
- (A 1 A
1=>m =711 — | =— = m,=1-—
kzzc‘zk %(uj "4 T

7]

dove la sommatoria converge solo\ge<1.

Riassumendo, detfa= A/p I'utilizzazione del sistema, la distribuzione starria della
catena considerata (ovvero la probabilita di treyarregimek utenti nel sistema) e data da
ni=(1-p)p“

[11.4 Distribuzione stazionaria: caso M/M/N/N

Siamo ora in grado di derivare formalmenedistribuzione stazionaria per il caso
particolarmente importante di chiamate offerte adascio di circuiti ed il suo caso speciale
rappresentato dalla formula B di Erlang per il oldcdella relativa probabilita di blocco.
Possiamo infatti modellare questo sistema comeisianga a coda composto da N circuiti
(serventi) che operano in parallelo. Il numeroldamate (utenti) che pud essere ammesso al
sistema considerato € al piu uguale ad N. Diciah®itcsistema €& a pura perdita, in quanto
non pud accomodare (in una eventuale fila di attesenti in soprannumero rispetto al
numero di serventi.

Consideriamo il processo stocasticd)Mhe rappresenta il numero di circuiti (serventi)
occupati al tempad. E’ banale dimostrare che tale processo stocastioma catena di markov
nell'assunzione di processo di arrivi markovianev@ro tempo di interarrivo tra chiamate
distribuito esponenzialmente) e tempo di servizpomenziale. Dettd il tasso di arrivo delle
chiamate al sistema (chiamate/secondo), e dettoilltempo medio di servizio di una
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chiamata, possiamo rappresentare il sistema mediasgguente diagramma di transizione di
stato.

)\ A

3u (N-Dp Np

Il diagramma si puo spiegare immediatamente congeiesestudiando come caso
particolare cid che succede nello stato 2 e podigdizzando. Il sistema € nello stato 2 quando
due chiamate, diciamo la chiamata A e la chiamatsoBo attive e tutti gli altri circuiti sono
liberi. In tale stato consideriamo un piccolo inedlo di tempoAt. In tale intervallo, per
assunzione di markovianita del processo degli iegriistribuzione esponenziale negativa del
tempo di servizio possono indipendentemente avweeniseguenti eventi con le seguenti
probabilita:

P(arrivo in At) = AAt
P(fine chiamataAin At) = zAt
P(fine chiamataB in At) = uAt

La frequenza di transizione dallo stato 2 allocstate quantificabile come il limite del
rapporto tra la probabilita che nell'intervallst considerato si abbia un arrivo e nessuna
partenza (tutti gli eventi multipli sono trascutdabi quanto infinitesimi di ordine superiore a
At) e l'intervallo stessdt, ovvero:

(2 - 3 = fim AL -

La frequenza di transizione dallo stato 2 allo cstdt si pud invece calcolare
considerando che tale transizione avviene, trasdorgli eventi multipli, nel caso in cui o la
chiamata A o la chiamata B terminano, ovvero:

42 - 1) = lim (L— AAL) LA (L— pAt) + (L— AA)(1— LAt) pit o
At-0 JAN

Le altre probabilita di transizione (verso statnradiacenti, ad esempio>® o 2>4)
sono nulle in quanto la probabilita di occorrenitali transizioni inAt risulta essere ).

Una volta giustificato il diagramma sopra illustrata distribuzione stazionaria puo
essere immediatamente calcolata applicando il metdel bilanciamento del flussi di
probabilita, che porta a scrivere le seguenti eiquaz
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A
ATty =T, = 1 =7

2
/]]7:1 :2/1772 — T, :iﬂi :l(ij I,

A 1(A
Am  =kum = 7 :E Ty :E(ZJ 7T,

_ _A 1Y
AﬂN—l_N/'”TN = Ty _N_ﬂﬂN_l_W; Tt

Da cui concludiamo, una volta imposta la condizidn@&ormalizzazione, e chiamato
con A=A/ il rapporto tra tasso di arrivo e tasso di seoyizi

CAC AN
nk_ k' 77[)— N '
' Al

Pertanto ritrovando, per il caso particolare dibatalita di bloccory la formula B di
Erland a suo tempo data.

’ Si noti che nella derivazione qui proposta, éasi@ita I'assunzione di tempi di servizio distitbu
esponenzialmente. In realta € possibile dimostraeela dimostrazione & decisamente pit complebsm ®ltre
gli obiettivi di queste dispense) che la formuldiBErlang € valida anche nel caso in cui le chian@nno
distribuzione di tipo generale, ovvero anche psgiesii M/G/N/N. Tale proprieta € chiamata “inseng@” della
probabilita di blocco alla distribuzione del temgliGservizio. In pratica, la probabilita di blocaoun sistema a
pura perdita NON dipende dalla distribuzione stiaisdella durata delle chiamate, ma dipende SO&uab
valor medio.
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